Numeros complejos 10

© Sean los nimeros complej0s z; = 4epe Y Z2 = o100

a) Expresa z; y z, en forma binémica.

b)Hallaz; - z2y z, /z; y pasa losresultados a for ma polar.

¢) Comparalosmodulosy losargumentosdez; -z, y z, /z; con losde z; y
Z; eintenta encontrar relacionesentreellos.

---00000---

a) z1 = 4¢p0 = 4 (cos 60° + i sen 60°) = 4(%+§i] =2+24/3]

Z2 = 32100 = 3 (cos 210° +isen 210°) = 3 —ﬁ—li :—ﬁ—éi
2 2 2 2

b) z,z, = (2+2\/_|)( 33 2.} ~34/3 =3i-91-3+/3i2 = -12i =12,,,.

_3J3 3, 33 _3,
z,_ 2 9 _[ 2](2 2\/‘_I):—3\/§+9i—3i—3\/§:—6\/§+6i:—3\/§+§i
2, 2+243 (2+2\/§i)(2—2\/§i) 22— [o3if 16 8 8

y en forma polar :

27 36
r=+/(-33 /8 +(3/8)2 = |50 —_‘/ =—==
—3«/ 3 \/( 64 64 64 8 4 :(_j
4'150°

—art———150°
—J_s 973

C) 21°22 = 4e0° *3210° = (4- 3) s0°+2100 = 122700 ( producto de modulos y suma de argumentos)

o =arctg————
Z, 3,0 _(3 (3 . o .
=== = — , s decir se dividen los modulos y se restan los argumentos.
Z1 460 4 210°-60 4 150

SOCEHECEHE® @

Ejercicios propuestos (L 0©© )

O Efectla estas operacionesy da el resultado en forma polar y en forma bindémica:

\s
a) Lasee - S, D) 6as0 * 3150, €) 2100 - Lage - 3700, d) Somv) rad © Looe, €) (1 + \/§I)

---00000---

a) 14500 * B3ge = (1 . 5)15o°+3o° =54800=5 ( cos180° + i sen180° ) =5 ( -1+i-0 ) =-5
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b) 6450 . 3150 = (6:3)450-150 = 2300 = 2(00330°+isen30°) = 2{@ +%|J = \/5 +ij

C) 2100 '1400' 370o = ( 21 '3)1o°+4o°+70° = 61200 6 (cos120+|sen120 -3+ 3\/§I

d) 52T¢3 . 16O° = 512()0 . 160° = (51 )120°-60° = 560° = 5(00560°+isen60°) E+%

e) (1 —\/§i)5, primero lo convertimos a forma polar:

()\/()\/_2

J3 =2, Y @hora hacemos la potencia :
a= arctg— =300°

(25000 ) = 25005 = 3245000 = 325504560 = 32600 = 32(COS60°+isen60°) = 32{% +§i] =16 +16+/3i

QooETOEE® ©®
® Dados los comple0s z; = 5450, 22 = 2150, Z3 = 4i, Obtén en forma polar:

a) 2123 =950 4 g0 = (94) 4504000 = 20,350, Ya que z3 = 4i = 4o

by Zi = 5i0 _ Sue  _5us :(EJ :(g)
Zg (215")2 (22)15"'2 430° 4 45°-30° 4 15°
c)

2 _ (Bl _ (%) _ 125, :12513502(125j :[g]
135°-195

2,22 2,0(8g0f 21602 )0s 215183500 3265\ 32 32

(&)
60° 32 300°

2,20 5,50(2150)° _ 5ugeBuse _ 58ug0nss _ 4040 :(40

d) = = = = _j =1 00(7
23 490° 490° 490° 490° 4 90°-90°

SOCEHECEHE® @

© Expresa cos3a y sen 3a en funciéon de sen a y cos a utilizando la férmula de Moivre. Ten
en cuentaque (a+b)*=a®+3a?b + 3ab*+ b°.

---00000---
Vamos a realizar (14 )° de dos formas :

& En forma bindmica :
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(15)° = 1 (cosa + i sena )* = cos®a + i 3 cos’a sena + 3i% cosa sen’a + i° sen’a = cos’q +
3cos®a sena i — 3 cosa sen‘a — isen’a = (cos’a — 3cos a sen’a ) + (3cos’a sena — sen’a)i

& En forma polar y después pasado a binémica :
(10)® = (1%)34 = 134 = c0s 3a + i sen 3a

Como los numeros complejos resultantes han de ser iguales, igualando la parte real (
fondo azul) :

cos 3a = cos’a — 3cos a sen’a
y la parte imaginaria ( fondo amairillo ) :
sen 3a = 3cos’a senq - sen’a)
QOOEEEOEE® ®®

Ejercicios propuestos (L 00O )

O Hallalas seisraices sextasde 1. Represéntalasy exprésalas en forma binémica.

---00000---
1 =1+ 0i = 1ge+360k, lUEQO :

k=0= 2z, =1, =cos0°+isen0°=1+0i

V3

k=1= 2z, =14 =cos60°+isen60°= % +7i

-1 43

k=2=2z, =1,,,. =€0s120°+isen120°= — +—i
6/1 . = (Qﬁ)mssm( =1 . 2 2
0°+360k 6 k) k=3=2z, =1,, =cos180°+isen180°=—1+0i

-1 43

k=42 2, =15, = 005240°+isen240°= - -

2
5,

k=5= 24 =15, =c0s300°+isen300°= % -

Las raices se hallan en los vértices de un hexagono regular de radio 1, en los angulos
anteriores :

b e B |
1
1

1
I RS U RS | U |

SO0EECEE S @
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® Resuelve la ecuacion Z° + 27 = 0. Representa sus soluciones.

---00000---

z® +27 =0,z =3/-27 =3/27 4y, = (3 27)180°+360k = 304120« Y dando ak los valores 0,1y 2:

3

k=0= 2z, =3, =3(cos60°+isen60°) =3 1+£i :§+@i
2 2 | 2 2
K =1=> 2, = 3,5 = 3(cOs180°+isen180°) = 3(~1+0i) = -3
k=2 =z, =3,y =3(cos300°+isen300°) = 3[% _gi] = % '%i

Ahora las tres soluciones estan dirigidas a los vértices de un triangulo equilatero de radio
3 y angulos 60°, 180°y 300° (a 120 °) :

L N N

SooNEeOEE® S P
© Calcula:
a) 3/~i, el numero —i en forma polar es — i = 170, luego :
k=0= 2z, =1, =c0s90°+isen90°=0+i =i
3/-i =m= (%/5)270236% = 1904120k K =1= 2, =1,,00 =€08210°+isen210°= —g——l
k=2= 2z, =1, =c0s330°+isen330°= g —1i

~-8+84/3i, hallemos primero el médulo del radicando para ponerlo en forma polar :

r= \/(—8)2 + (8\/5)2 = /64 +64-3 = /256 =16
-8 +843i 843 =16,
a= arctg—8 = arctg(—\/g) =120°
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Ahora ya podemos hallar las raices cuartas del numero :

k=0=2z, =24, =2(cos30°+isen30°) = 2[§+%i] = /3 +i
k=1=>2, = 2,0 = 2(Cos120°+isen120°) = 2(?1 % ] = -1+ /3]
416,00 = (416 J120s360k =2,
120 — 30°+90k

4

Kk=2=2;=2,0 =2(cos210°+isen210°)=2(_\/§ +—|J -3 -i

k=3=>12z, =255 =2(cos300°+isen300°) = 2(— ——ij =1-4/3i

c) v-25, el numero - 25 en forma polar es 2515¢°, luego sus raices son :

k=0= 2z, =545 =5(cos90°+isen90°) = 5i
V=25 = \/25180° =425 7180;360'( = Dgpo+1g0ke = { 1 % 5I}

k=1=2z, =5,,5, =5(cos270°+isen270°) = -

-2+2i

1+4/3i

expresar el resultado en forma polar :

= 2) +22 =,8=2/2
-2+2i= = 24/2 1350
—2+2 _ arctg—-arctg 1=135° 2245 242 _ 2
= - _ 75°

d) 3 antes de calcular la raiz cubica vamos a hacer el cociente del radicando y

1+4/3i 1+\/_|_[r_m 7 } 20 2 1350-60°

a arctg\/g 60°

Ahora ya podemos hallar las raices cubicas:

k=0=2,= Q/Ezm
\/_25°+120k° =1k=1=2z, = §/§145o

75+360k

{1eda =2 (2

3 k=2= 2z, =%2 05
RRAA N S{O) SRR
O Resuelve las ecuaciones:
ayx*+1=0
b) x®+64=0
---00000---

a) x*+1=0; x=4-1, como -1 = 1400 :
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k=0=s, =1,50 = C0s45°+isen45° = % +72i
k=1=s, =135 =c0s135%isen135°= _f +gi
Vligoe = (%)180+4360k = 4501900 = 5 5
k=2=s; =1,,5 =€08225%isen225°= — —7i
k=3=s, =135 =Cc0s315°+isen315°= % —%i

b) xX*+64=0; x=Y-64;-64 = 64450, luego :

k=0=s, =255 =2(cos30°+isen30°) = 2 §+%i =3 +i

k=1=8,, = 245 = 2(cos90°+isen90°) = 2(0 +i) = 2i

k=2=s; =250 =2(cos150°+isen150°) = 2[_;/§ +%j = -3 +i
864 1500 = (,6/64 )180+360k = 2300460k°

° k=3=s, =2, =2(cos210°+isen210°) =2 % —%i] = -3 -i
K =4= 85 =2, =2(c0os270°+isen270°) = 2(0 —i) = -2i
k=5=5g =255 =2(cos330°+isen330°) = 2[? _%iJ =43 —i

SOo0EECEES @

© Comprueba que s zy w son dos raices sextas de 1, entonces también o son los resultados
de las siguientes operaciones; z - w, z/w, Z%, Z°.
---00000---

Sizyw son raices sextasde 1= z°=1yw =1

Veamos si también (z-w ¥ =1, (z-w)°=2°-wf =1-1=1, luego si es raiz sexta de 1.
Ha de cumplirse ( z/w)® = 1; (z/w)® = 2°w® = 1/1 = 1, luego si es raiz sexta de 1.
Veamos a qué es igual (2226 =(z%)?= 1?2 = 1, luego si es raiz sexta de 1.

Ahora veamos ( z°)° = (z)° = 1° = 1, si es raiz sexta de 1.

SOCEHECEHE® @

® El nimero 4 + 3i eslaraiz cuarta de un cierto numero complejo, z. Halla las otras tres
raices cuartasdez.
---00000---

Las raices cuartas de cualquier complejo tienen el mismo mddulo y se diferencian en
360k°/4 = 90k® en cada argumento, hallemos el médulo y argumento de la que conocemos :

r=y42+32 =25 =5
3

a= arctgz =36°52"11"

4+3i=

=O305011"

Luego las otras tres raices cuartas de z seran:
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536052 117 + 900 = D126 52 117 = =3 + 4i

O30 52 11" +2:90° = D 21652 11" = =4 = 3i

536052 117 +3.90° = O306°52' 11" = 3 —4i
SOCEHECEHE® © @

@ Calculalassiguientesraicesy representa gr aficamente sus soluciones:
---00000---

a)

k=0= 2z, =345 =3(cos90°+isen90°) =3(0 +i) = 3i
J=-9=./9 180+360k = 3400, = ] )
J10e ( ) 907+180K? {k =1= 7, = 3,70, = 3(c0s270°+isen270°) = 3(0 —i) = -3i

las dos raices dlfleren en 180° ( véase el valor 180k° que se suma al argumento), la
representacion seran afijos opuestos :

1
1
T
]
B |

i e B T |
1
1

]
|

1

1
I
o

b)
3 343,

k=0 - z, =34y =3(cos60°+isen60°) = 0 +—|

-27 =§/271800 = (\3/27)180+3360k = 3500120k = 1K =15 Z, =34g00 = 3(c0s180°+isen180°) = 3

3 343

k=2 - z5 =33y5 =3(cos300°+isen300°) = > —Ti

Estas tres raices difieren en 120°, es decir se representan en los vértices de un triangulo
equilatero de radio el modulo (3), a partir de la primera que forma un angulo de 60° con el eje
horizontal :

r--r-- - -r--rvr=--rv°~—-°=1T7
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
rTTr " i e
1 1 1 1
1 1
[ -7
1 1
1 1
y )
U

1

1

]

TTIT TR T i B e |
1
1
1
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c) ¥2-2i, primero hemos de pasar el nimero 2 — 2i a forma polar :

2

a :arctg_7 =arctg-1=315°, yaque 270°< a < 360°

= 2\/5315o

2-2i=

y ahora hallamos sus tres raices cubicas :

k=0= 2z, =205 =+/2(cos105°+isen105°) = —0'366 + 1366i
3 \/53150 - (3 \/§j315+360k = \/5105°+120k° = k=1=2z, = \/52250 = \/5(008225°+isen225°) =—1-ji
3 k=2= 2, =235 =+/2(cos 345°+isen345° ) = 1366 — 0'366i

También se dirigen a los vértices de un triangulo equilatero ( es una raiz cubica) pero de
radio raiz de dos y empezando en 105° :

d) 3 % , hemos de hacer primero la divisién y pasar el resultado a forma bindmica :
|

y ahora hallamos las tres raices cubicas :

k=0= 2z, =15 =€0s90°+isen90° =i

Vo700 = (‘"{/7)270336Ok = 1gges1200 = 1K =1=> 2, =14 = C05210°+isen210°= —@——u
V3 1

k=2=z; =153, =c0s330°+isen330°= T3 _Ei

De nuevo una raiz cubica, forman angulos de 120° con modulo 1, empezando en 90° :

EEE I e

32 . )
e) 5/-— , hacemos el cociente y lo pasamos a polar :
|
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— =-—=——-=232i =324, y ahora ya podemos calcular las raices quintas :
|

k=0=12z, =25 =2(cos18°+isen18°) =190 + 0'62i

K=1= 2z, =24y =2(cos90°+isen90°) = 2i

/32400 = (5 32)90+260k = 2goi7ok0 =K =2 =25 =260 =2(c0s162°+isen162°) = =190 + 0'62i
k=3=12z, =2, =2(cos234°+isen234°) = -118 - 162i

K=4=2z5; =255 =2(cos306°+isen306°) =118 - 162i

Ahora las raices difieren en 72° y se dirigen a los vértices de un pentagono regular de
radio 2 :

I I e R Y R R

SOOHEOEHE® ® @
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR (] 000 )

Numeros complejos en forma binémica
O Calcula:
a) (3+2)2-i)-(1-i)(2-3i)
b) 3+2i (-1+i)—(5-4i)
c) —2i—(4-i)5i
d) (4 —3i) (4 + 3i) — (4 —3i)>
---00000---

a)(3+2)(2-1)—-(1-1)(2-31)=6-3{+4i—21°-2+3i+2—3i°= 6-3i+4i+2-2
+3i+2i+3=9+ 6i

b)3+2i(—1+i)—(5-4))=3-2i+2°-5+4i=3-2-2-5+4i=—4+2i

c) —2i — (4 — )5 = —2i — 20i + 5i% = —22 — 5 = =5 — 22i

d) (4 — 3i) (4 + 3i) — (4 — 3i)> = 16 — (3i)> —(16 + 9% - 24i) = 16 + 9 — 16 + 9 + 24i = 18 +24i
CCCHECEE® ¢
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® Calcula en forma binémica:

---00000---
a)
(3+3i)(4-2i) _12-6i+12i-6i" _12+6i-6(-1) _ (18 +6i)(2 +2i) _ 36 +36i +12i +12i’ 346
2-2i 2-2i 2-2i (2 -2i)(2 +2i) 22 —(2i)?
b)
-2+3i _ -2+3i _(-2+3i)(-6-2i) _ 12 +4i-18i-6i° _12-14i-6(-1) _18-14i_ 9 _7
(4+2i)(-1+i) -6+2i (=6+2i)(-6-2i) (-6)? - (2i)? 36 —4(-1) 40 20 20
c)
2+5i(1_i):7+3i:(7+3i)(3+2i):15+23i:1_5+§i
3-2i 3-2i (3-2i)(3+2) 9+4 13 13

d)
1+i —-3-2i _ (1+i)(2+i) (-83-2)(1-3i) _ 1+3i , -9+7i _1+3i -9+7i _2+6i-9+7i _ 7 13.
+ = + = + = + = = +—i

2-i 1+3i  (2-i)2+i) (1+3)(1-3i) 22+1 1+9 5 10 10 10 10

SOOEECEHE S @

©Estos numer os complejos son los resultados de las operaciones que los siguen. Opera y di
cual corresponde a cudl:

---00000---
a)
(1-i)(4 - 2i)(1+ 3i) = (2 - 6i)(1+3i) = 20
b)
1+?i(2+i)+1—?i(2_i):(1+2i)(2+i)2.+(1—.2i)(2—i)2 _(1+2)@ +4)+(1-2)3-4) _-5+10i-5-10i _
2-i 2 +i (2-i)(2+i) 22 _j2 5
c)
2—i_l[1+8ij_(2—i)(3+i)_l (1+8i)(1- 3i) _7—i_1(25+5ij_7—i_5+i_7—i—5—i_l_li
3-i 5(1+3i) (3-i)3+i) 5\(1+3i)(1-3)) 10 5 10 ) 10 10 10 5 5
d)
(2+0)? +(1=i)* _4+4i+i® +1-2i+i® _ 2(3+2i) _ 2(3+2i)(2+3i) _ 2(13i) _ 26i _
1-3 2-3i (2-3)  (2-3)2+3) 4-92 13
2 2
e)
2-2 3-51_(2-2)  B3-5)@2+0) _2i+2 M-7i _ ., 11-7 _-10-10+11-7i _ 1 _17.
i 2-i i2 2-i)2+i) -1 22_j? 5 5 5
QOOCEHECEHE® ¢ @
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