Unidad 7— NUmeros Complejos a1

PROBLEMAS PROPUESTOS (L 0©0)

© Completa estas operaciones entre nimeros complejos:

(@) (5-2i)- 2 = -3+i
(b) (3+ 1) (-4 + 20i) =z
() 4-7i-2i-(-1+5)=z

B

a) (5-2i)—z=-3+i=> z=5-2{+3-i=8=3i.

b) (3+i)-(-4+20i) = z=-12 + 60i — 4 + 20 i’ = -12 + 56i +20- (-1) = 232 ¥ 56i .

C) 2= 4-T7i-2i(-1+5)=4-7i-2i-4=4-7i—8 =4-15j .
COCEEOEE® @ @

@® Calcula las potencias:

@F O @O0 @)™
SooBBEBESSS

(a)i18:i4-4+2: i44_i2:14_i2:i2:_1

(b) i8.412 — i4-2103 — (|4 2.103 — 12.103 =1

(C) (_i)lo — ilO — i4-2+2 — i4 2 i2 — 12 . i2 — iz - 1
(d) (_i)2.001 - i2.001 — _i4 -500+1 - -4 .500 . | - _ (| )500 . | - 1500 |

|
SoommeEE DS D

© Halla el valor del nimero complejo z en cada ecuacion:

(@) (83-5)-2=2z

z _ .
(b) ﬁ—9+2|
(c)z-2i-(4-5) =i
OB HGHESS
€)) (3—5i)-z=22:>(3—5i)z—22=0:>z(3—5i—2)=0:>z=%=0

(b) %=9+2i:>z=(2+i)-(9+2i)=2(9+2i)+i(9+2i)=18+4i+9i+2i2 =18+13i-2 =16 +13;
|

(C) z-2i(4-50)=i=>z=i+2i(4-50)=i+8i—10i% = 9i+10 =10 + Oi

SooNEOEEH® S P
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Unidad 7— NUmeros Complejos

O Describe donde se localizan en el plano complejo todos los numeros complejos que tienen:

€)] Parte real igual a 1.

(b) Parte imaginaria igual a 1.
© Madulo igual a 3.

(d)  Argumento igual a 180°.

(a) En la recta vertical x = 1.

R =

(b) En la recta horizontal y = 1.

(c) En la circunferencia de centro el origen y radio 3.

(d) En la semirrecta que forma un angulo de 180° es decir el semieje horizontal

|

2

negativo.
y * L b ¥ * ¥ *
3 3 . 3
2 2 2 2
X =1 v=1 ; _
1+ « 11 « J_- 7| = 1+ | . I'EI:I'-" 1+
4-3-2-p | 323 443211 | 4 23 44 -3 -2 -1 323 44 -3 -2 1 } 234
-2 -2 ' -z 7 -2
-7 = = =3
—A —ai |_-| —d
a ) C) 1)
QOoETOEE® ®®
© Representa en el plano los puntos z que cumplen:
@z-z =6i (b)z-z =4 () z+z =3 (d) z =5z
DR b

Seaz=x+yi=>z=x-vyi

(@) z—E:x+yi—(x—yi)=x+yi—x+yi:2yi=6i:>y=g=3, es decir una recta horizontal
|

por las ordenadas y = 3.

(b) zz=(x+vyi)(x-yi)=x?-y%i2 =x? +y? 5| z|?=4 =22, es decir una circunferencia de
centro el origen y radio 2.

(C) Z+Z=X+Yyi+X-yi=2x =3 = X :g, es decir una recta vertical por x = 3/2.

Matematicas 1



Unidad 7— NUmeros Complejos a3

(d) z=5z2= x-yi=5(x+yi)= x -yi=5x+5yi= 4x +6y =0, es decir todos los puntos del
plano complejo que pertenecen a la recta de ecuacién 4x + 6y = 0, o en forma explicita 'y = -
(213)x.

3 |z| = 2
¥ = .
2Ry A + By = 0
\/ WE 32
)(2 + "3"2 — 4
(a) (b) () (d)
OCEEOEE®
O Escribe cada nimero complejo en forma bindmica, polar y trigonométrica:
@ T
(b) cos 30° - i sen 30°
(© 5@+
(@ 3i

> d e <<
z = a+ bi (binébmica) = r, (polar) = r(cosa + i sen a) ( trigonométrica)

(a) 7450 = 7(cos45°+isen45°) = 7(£ g J _% %

2 2
\/3 1 f3 1
r= _ + -— = |—+==1
) 4 4
i= }/
a =arctg 2 =330°, pues 270° < a < 360°

5,
J()Z()F

(b) cos30°-isen30°= N3

1
2 2

= 13300 = Y(cos 330°+isen330°)

(c) V5@+i)=+5++5i= = /10 450 = +/10(cos 45°+isen45°)

a= arctgﬁ = arctgl = 45°
(d) 3i =0+ 3i = 3900 = 3 (c0s90°+ isen90°)
oo ZOEE® @
@ Calcula:
@ 1045 s (D) (Legn)° ©) 4150/ 21500 (@) (V2)iso +[V2)i50
S <<
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Unidad 7— Numeros Complejos L 4

(@) 101350 * 7450 = (10-7)13504450 = 701800 = 70(c0s180°+isen180°) = - 70
(b) (Leoe)® = (1%)6006 = 13600 = COS360°+isen360° = 1.

(c) 41800 _ (ﬂj =240 = 2(Cos0°+isen0°)=2 .
180°-180°

(d) ((\/_ )450 (\/_ )450) 2/2 450 = 24/2(C0S 45°+isen45°) = 2+/2 [£+£|J—2+2|
QOOEETOEEY @
O Calcula las raices cubicas de : (@) 27 (b) -1.000  (c) - i

R
(@)

k =0 = z1 =3po =3(cos0°+isen0°) =3

3\/ 27 =3 2700 = [3\1 27)0°+360k° =3120ke =9k =1= 25 =31500 =3(cos120°+isen120°) = 3{ % ﬁl] -3 + 3\/5 i
3

k =2 = z3 =35400 = 3(cos 240°+isen240°) = 3[ 1 EI] =-3 —ﬁi
(b)

k =0 = z1 =10ggo =10(cos 60°+isen60°) =10} — > +£| =5+543i

¥-1000 = 3103, = (3\/103 j L80sa60k = 10600+120k0 =1k =1= zp =101800 =10(cOs 180°+isen180°) = 10(~1+0i) = ~10
3

k =2 = z3 =103000 =10(cos 300°+isen300°) = 10[% —@ ij =5-5,3

k=0= z1 =190 =c0s90°+isen90°=i
(C) \/_ = %12700 = ( )270+360k = 190°+120k° =k=1=> Zy = 12100 = c0s210°+isen210°= _g %
k =2 = z3 =13300 = €0s330°+isen330°= g —%

NS NS

© Interpreta como giros, dilataciones o traslaciones las siguientes operaciones:

@z+3 (-4 ©2 (@-32 @iz (- (@ 2+
Bl O B

(a) z + 3i, es una suma, desde el punto de vista geométrico una traslacion y dilatacion
vertical.

Matematicas 1



Unidad 7— NUmeros Complejos 5

(b) z— 4, es una suma, desde el punto de vista geométrico una traslacion y contraccion
vertical.

(c) 2z es un producto por un numero real, luego es una dilatacién de su médulo al doble
conservando el argumento ( direccidén y sentido).

(d) =3z, es un producto por un nimero real negativo luego es una composicion de una
dilatacién al triple ( médulo triple) y un cambio de sentido ( argumento +180°).

(e) iz, producto por i, equivale a un giro de 90°.

(f) =iz, un giro de 270°.

- 2 (5P -7 -
(9) (\/E““\/Ei)z: o (\/E)\/E(‘/E) Ja=2

=2450z, luego equivale a una dilatacion al

o = arctg— = arctgl = 45°
V2
doble( el |z] multiplicado por 2) y un giro de 45°
43,
3 4 P
z = z yid
== //Zf/
-3z
(] (b) () 1]
. )
z z o Z
-1z
(e] (f) (g)
COCEEOEE® ®®
© Hallar los z tales que :
(a) gzi (b) zz=1 () 22=z (d) zz=z2
> EHSEHHESC>

Seaz=X+VYi=ry= 7 =X-Yi= 300

z . r _ r
(a) _:|:>M:1900 3(_]
4 Ta ') 360020

es decir el médulo cualquiera y el angulo de 135° o sea de la forma z = —x+xi, la bisectriz del 2°
cuadrante.

(o]

= 1900 = 1360—20( = 1900 =360-20 =90 = a = 210 =135°

Matematicas 1



Unidad 7— NUmeros Complejos 6

(b)  zz=1= (g Hrae0-q) = 1o = (rz)%oo =1ge =1gg00 =2 =1=r=+1=1, es decir los
nameros cuyo modulo es la unidad, los que forman una circunferencia de radio 1 centrada en
origen (X +y*=1)

=0
r2=r r-r=0=rr-1)=0= '
= r=1

(c) 2’ =z> (ra )2 :(r2)20( =I360-a 3{20( - 360 -0
B 30 =360°= a = 3600/3 =120°

Como r = 0 no es posible ( no habria nUmeros) entonces la solucion es :

1 3.
2

Z =ry =1500 =C€0s120°+isen120°= 5 +—i

(d) zz=zz, todos los nimeros del plano complejo pues el producto de nimeros
complejos es conmutativo.

SooDEOEE® S P

O O Representa en el plano las igualdades:
@ ]z1=3 M]z+2]|=3 (@©]|z-4+i]=2
> FHOHHESS>

(a) |z| = 3, representa una circunferencia centrada en el origen de radior =3
(b) |z+2i|=3;|z-(0-2i) | =3, una circunferencia de centro en el punto ( 0, -2) y

radio r = 3.
() |z-(4-0)|=2,centro(4,-1)yradior = 2.

)

-y
o

(a) (b) (c)

SooDmeEES S D
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Unidad 7— NUmeros Complejos L 7

© ® Representa en el plano las desigualdades:
@]z <3 M]z+2]<3 (@©]z-4+i]>=2
> d e H <<

(a) |z| < 3, representa todos los puntos del interior de una circunferencia centrada en el
origende radior =3

(b) |z+2i|<3;]z-(0-2i) | <3, elcirculo de centro en el punto ( 0, -2) y radio r = 3.

(c) |z-(4-1i)]|>2,lacircunferencia centro ( 4, -1) y radio r = 2 y el exterior a ella.

(b) (c)

(a)
SooNmeEE® @
© © Resuelve las ecuaciones :
(@) 3x*-3x+2=0
(b)- 4% +1=0
(©) x*+81=0
(d)x*-26x*+25=0
B il B i << <
(8) 3x% ~3x+2=0 x = 3EY9432 _3+7-15 3+415y-1_3415i_1 415
6 6 2 6 2 6
(b) -4x2 +1=0= 4x? =1= x? =1:>x=ir\/i=i1
4 4 2
(c)
k =0 = xq = 3450 = 3(cos 45°+isen45°) = % +¥i
4 ~ 4 4 ~ ‘\1/_4 ~ ~ k =1= X5 = 31350 = 3(c0s135°+isen135°) = _3\/5 3‘5'
X"+81l=0=>x=4-81= ‘\'811800 —[ 3 j180+360k —345o+90ko = 3\/_ 3\/_
4 k =2 = X3 =39050 = 3(C0s 225%+isen225°) =
k =3 = x4 = 33150 = 3(cos 315°+isen315°) = 3\/_ 3\2/_

Matematicas 1




Unidad 7— NUmeros Complejos

8
o 26+24
2 X< = =25 = X =425 =45
(d) X4_26X2+25:03X2:26i\12(; -4.25 :2612\/576 :26;24: ) 26_224
X< = > =1:>x:i\/1:1rl
ooHEmOEE® ® @
O O Resuelve 2° + 64 = 0.
e

k =0 = z1 = 2300 = 2(cos 30°+isen30°) = V3 +i
k =1= z5 =2ggo = 2(cos 90°+isen90°) = 2i
6,y v _(¢[6 _ _ | k=2= 23 = 21500 = 2(cOS150°+isen150°) = —/3 +i
2%+64=0=2=Y-64 =664 0—[ 2 ] = 2300460K0 =
180 180+360k ~ “30°60K* Ty 53 Z4 =22100 = 2(cOs 210°+isen210°) = —y/3 —i
6 k=4 = z5 = 25700 = 2(C0S 270°+isen270°) = ~2i
k =5= zg = 23300 = 2(COS 330°+i5en330°) = /3 i

SoomEmeEE DS S

AUTOEVALUACION (] 0©@)

© Indica si estos nimeros son reales, imaginarios puros 0 complejos en general:
(@ 145-1t (b)82i (c) 1.500-0,7i (d)O (e)-m

R

(a) Real, no tiene parte imaginaria (b) Imaginario puro, no tiene parte real (c) Complejo, tiene
ambas partes (d) Real, no tiene parte imaginaria (e) Real, no tiene parte imaginaria

AR B[] | IR

® Completa las operaciones:

(a) (3-8i)-@)=6+i(h) 5+ 1) (4-2) =12 (¢)5-7i-(3-i)(-2i +4)=1
O

(@) (3-8i)—z=6+i;2=3-8—(6+i)=3-8i—6—i=-3-0i

(b)z=(5+i) - (4—2i)=5(4—2i)+i(4 - 2i)=20— 10i + 4i — 2i" = 20 — 6i +2 = 22 — 6i.

(C) z=5—7i —(3-i)(-2i+4) = 5 — 7i — (-6i + 12 + 2i — 4i)= 5 — 7i + 6i — 12 +2 + 4i

=-5+3i.
SooEEeEE® S ®
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Unidad 7— NUmeros Complejos 9

© Describe donde se localizan en el plano complejo todos los numeros complejos que tienen:
(a) Parte real igual a -1. (b) Parte imaginaria igual a 4. (¢) Mddulo igual a 3. (d) Argumento igual a 150°.

<< <
(a) En la recta vertical x = -1.
(b) En la recta horizontal y = 4.
(c) En la circunferencia, centrada en el origen, de radio 3.

(d) Semirecta que forma un angulo de 150°.

by g
" e =150 "
R ok SR .
L | S
x= -1 N
(a) {b) (c) (d)
OCETOEE S ®
® Dado el nimero complejo z = 3 - 4i, calcula:
(a) Su conjugado z . (b) Su inverso 1/z
> B ES<S<>
(a)E:3+4i;(b)%: 1 _ 3+4i _ 3+4i _ 3+4i _ 3+4i _3+4i_3+4.

= = = = = = —+—i
3-4i (3-4)3+4) 32-(4)2 9-162 9-16(-1) 9+16 25 25

AR | B[] | IR

3+bi

© Halla b de manera que S

sea imaginario puro.

s

Realizamos el cociente y en el nimero complejo obtenido igualamos a cero la parte real
para que sea imaginario puro :

3+m:(3+mx2+026+m+2m+m2:6—b+3+2bh36—b

=0=>6-b=0=b=6
2-i  (2-i)(2+i) 22 _j2 5 5 = -

SooNEOEEH® S P
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Unidad 7— NUmeros Complejos 10

® Marca en el plano complejo los puntos correspondientes a los nimeros complejos:
(@ 5-i (b)-2i ()0 (d)-4-4i

R

—————————
~
o
'

QSOOHECEHE Y@
@ Escribe la parte real y la parte imaginaria de los nimeros complejos:
@ Ligw () WBhose (4w (d) o
<< <<
Se nos dan en forma polar, los pasamos a bindbmica, a través de la trigopnométrica :
(a) 11800 = c0S180°+ isen180° =-1 + 0i = (-1,0)

(b) (\/5)1350 = /8(cos135%+isen135°) = /2(-cos 45°+isen45°) = \/5(—% + ig) =-2+2i= (2, -2)

(c) 43600 = 4(c0s360°+isen360°)=4( 1+ 0i) =4 + 0i = (4, 0)
(d) Tioe = T(C0S90°%+isen90°) = 1t (0 + i) = 1 = (0, m).

SooNmeEE® P
©® Pasa a forma polar:

(@ 5 (b)-5(c)5i(d)-5i

S HOHHESSS
(a) 5 =5¢ , ya que se representa en la parte positiva del eje horizontal.
(b) — 5 = 51500, pues se representa en la parte negativa del eje horizontal.
(c) 5i = bggo, €Sta en la parte positiva del eje vertical.

(d) — 5i = 5,700, €sté en la parte negativa del eje vertical.

SooDmeEES S D
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Unidad 7— NUmeros Complejos L 11

© Pasa a forma trigonométrica los nimeros complejos: (a) 3i (b) 1 + i (c) -7 - 7i
S EFO B HSS

(a) 3i = 3900 = 3 (c0s90° + isen90°)

(b) 1+i= {r =V L = */5} = /2 450 = /2(COS 45°+isen450)

a = arctgl = 45°

= 742 2950 = 74/2(cos 225°+isen225°)

(C)—?—?p{r_m V49 +49 =249 =72

a = arctg— = arctgl = 225°,180°< a < 270°
OO HECEE® D ®
© Calcula estas potencias:
@ ™ (0) 77 ©) ()™ (@) (D™
S EESH S>>

(a) PP =i""= (""" =1" =1

(b) i#2%° = j*903%3 = ({4)°03 .2 = 1593 . P =

() (i =-iF=-i""" = (@ i=-1 i =

(d) ()P =- PP = = (=217 = -
SOOEEHOEE S &

QO Seaz= 3 -1i. Calculay representa: (a) El inverso de z. (b) El conjugado de z.

D
1 1 3+i 3+i 3+i_ 3 1.
@ —=g—=7— — = — = =+
z 3-i (B3-)@B+i) 3?2-i¢ 9+1 10 10
(b) z=3+i

Z=3+]

I=3-1

SooNEOEEH® S P
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0 @ El producto por - i, ¢produce un giro de 90° en sentido de las agujas del reloj?
> B ES<S<>
-i = 15700 , luego al multiplicar por —i, el médulo queda igual y el &ngulo gira 270°, como
los angulos positivos se miden en sentido antihorario, 270° equivale a 360° - 270° = 90° en
sentido horario.
QOoETOEE® ®®
06O Dadoz =1 + i, representa z, 7%, 23, 7%, ..., en el plano.
SRR R e b

Z=1+i=%r: I+ :\/E}:\/E%O

a = arctgl = 45°

z? = (\/5 450 )2 = 2400 = 2(c0s90°+isen90) = 2i

7% = (\/5450 )3 = 2\/51350 = 2\/5(005135°+isen135°) = 2\/5(—% + %Ij =-2+2i
7% = (\/5 450 )4 = 4,550 = 4(c0s180°+isenl80°) = 4(-1+0i) = -4
25 = (V2450 | = 402 1250 = 4V2(cO8225%+isen2250) = 4\/5(—% —%i} =-4-4i

2% = (JE 450 )6 = 8,,00 = 8(COS 270°+isen270°) = 8(0 —i) = -8i
Uniendo los puntos se forma una espiral :

8= .24+ 242= 2
Z=1+i

QooETOE@ITR P
O O Representa en el plano la igualdad Iz - 2il = 2.

Bt b

Representa una circunferencia de centro en (0, -2) y radio 2 :

Matematicas 1
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r —
(0, -2)

SoomEmeEE DS D

O O Resuelve estas ecuaciones de segundo grado:
(a) 2x*+5x+7=0 (b) - 5x¥* + {5x-0,25=10

B
-_— 2 — ] . — — — — —
(8) 262 +5x 47 =0 = x = 25 427 _-5++/25-56 _ -5/ 31:_§ij§;
22 4 4 4~ 4
2
an—sxz+ﬁh—025:0:>x='JgiJ@€)‘45025:‘Vgiv5‘5=i§D
-25 -10 10
COOEEOEE® &

O @ Resuelve estas ecuaciones bicuadraticas:
(@ x*-81 =0 (b) x*+16=0
> HEe BSOS

k =0= x; =34 =3(cos0°+isen0°) =3
k=1= X, =3gg0 =3(c0s90°+isen90°) = 3i
4 4fna 2 =990
a) X" -81=0=>x=%81=|%3 =390k =
@ ( )0+36°'< 90K" T = 2 = X5 = 31400 = 3(COS180°+isen180°) = -3
4
k=3= X, =3,700 =3(c0s270°+isen270°) = -3i

(b) X4 +16 = 0 = X4 = _16 —> X = ﬂ_16 = vl61800 = 2180+360k = 245°+90k° =
4

2,2,
22

=2 +4/2i

] 242
J 22
] V-2

N—

k=0= X; =245 =2(c0S45°+isen45°) = 2[

N\s
N‘ﬂ M‘ﬂ N‘S

K=1= X, =2;35 =2(c0s135°+isenl135°) = 2(

K=2= X3 =2,,5 =2(C0s225°+isen225°) = 2[

k=3= X, =235 = 2(c0s315°+isen315°) = 2(

AR B[O | IR
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