UNTAD 14 - Derivadas 01

Resuelve to (Pag 600 )

Dada la pardbola de ecuacién y = x° - 2x + 5, se considera la recta r que une los puntos
de esa parabola de abscisas x; = 0, x, = 3. Halla la ecuacion de la recta tangente a la pardbola
que es paralela a la rectar.

oA E[O)EEROR LA
Hallamos las ordenadas de los dos puntos dados :

x; = 0, f(0) = 5, luego las coordenadas de este punto son P (0,5).
X2 = 3, f(3) = 3%- 2.3+ 5 = 8, luego las coordenadas de este punto son Q (3,8).

Ahora la pendiente de la recta que los une : m= % = 3:8 =1.

Como la pendiente en cada punto de la derivada es sus derivada f '(X) = 2x -2, Si
igualamos tenemos 2x - 2 =1, Xo = 3/2.

La ordenada correspondiente a ese punto es :
fo) =f(3)=(3)°-2-3 +5=4

y la ecuacion de la recta tangente a la parabola en el punto ( 3/2,17/4) ( paralela a al
que pasaporPyQes:

17

y—f(XO):m(x-XO)oy-Tzl-(x—%)<:>4x-4y+11:O.

OOOEIEOEES OO
Resuelve to (Pdg ©00 )

Halla las derivadas laterales en x = 0 de la funcién f(x) = 1 six <0, f(x) =x’*six>0. ; Es
derivable en x = 0 esa funcion ?

SOCEEHOEHE® ® @
_ 01 x<o0
109 = Exz x>0

Hallemos las derivadas laterales :

A=Y = i JOH-FO) 11
PO =jm =5 =lip 5 =0
vrmay — 12 fO+h)—f0) _ .. K2 _
PO =lp = =lip = =0

Aunque las derivadas laterales en x = 0 son iguales, no es derivable en x =0, ya que
no es continua en x = 0, pues los limites laterales no coinciden:
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UNTAD 14 - Derivadas 02

i () = Jim 1= L ip () = fim x* =0

OOOEECOEES OO
Resuelve to (Pag 000 )
Halla £ (x) siendo f(X) = “ae
VO0EEOEE®
() = e
, [ f(X) :% O (ﬂ cosx),(x+l)—(x+1)’(ﬂ cox) U f(X):U v U
f (X) = Df’ _uv-wy L (x+1)2 = N , L=
of ' ®W="v Of 'X)=u’v-uv'

](X”l)“/7 COSX(cos x-2xsenx)(x+1)-2Xcos X
(x+1)2 - 2(x+1)2 /X

((J_) cos x+ /X (- senx))(x+1) JX cos X (ZC(}S—X
(x+1)2 -

SO OEIEOEIES O 6

Resuelve to (Pag 600 )

2x1

Halla la ecuacion de la recta tangente a la graficade Y = /<77 €N X = 1.
RN E O] | IR
2x2-1
y x);+1
Xo = 1

ax(x2+1)-(2x% -1)2x

Yo = 212-1 _ [T __1 _ 2 | y'= (2+1)2 _ ACHP-4342x _ _ 2X(2x1)  _ x(2x+1)
= /&= = /2 = == = = =
o 2 ’ 2 [23 g aeap[ER eap [

2(X2+l)2 v

Luego la pendiente ( que es la valor de la funcién derivada en x, = 1) es :

1.(21+41) _ 3 3/2

m=y (o) =y (=42 = i =2

Sustituyendo en la ecuacién de la recta tangente en un punto :

y—yo:m(x—xo)oy—@=¥(x—l)®4y-2\/§ =3J/2x-3/2 ©3J/2x-4y-/2 =0

SOOEIEOEIES S 6
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UNTAD 14 - Derivadas 13

Resuelve to (Pag 600 )

Halla la derivada de y = F(X) = e /se™x

SooNECOEH® S ®

F(X) = e /5™ = F '(X)= e /™ ( /senx )’ =g /SeX SO X_

SOOEIEOEES S 6

Resuelve to (Pag 600 )

Demuestra que Y' =(arcosx)’ = ‘/% , donde y = arcosx es la funcion inversa del

coseno.
AN EIO) | EI KRR

y = arcos X
X=cosy, si derivamos 1 = -y* seny; despejando Yy’ :#ﬁy

pero segun la ecuacion fundamental de la trigonometria :

sen?y + cos?y = 1, despejando seny = J/1-cos?y =J1-x?, que sustituido en la anterior:

-1

-
Y =T
00 OEHEOEEC OO

Resuelve to (Pag 600 )

Un globo esférico se estd llenando de aire de forma tal que su radio crece de acuerdo
con la férmula r=10+0,5/t (r en cm, t en sequndos). JA qué ritmo esta decreciendo su

areag cuando t = 67
VOVEEOEE® Y

El area de una esfera es A = 4 Tr2 = 47(10+0, 54T )?, derivando respecto del tiempo :

& =47-2(10+0,5/T) - 5 = TEREE

expresion que nos da el ritmo de decrecimiento del area en funcion del tiempo. Sit =

6 sustituyendo queda :
dA 6) = 27(10+0,5/6) m2
dt - /6 S

SOOEIEOEES S 6
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<> Se sabe que y =1 (x) e y = g(x) son dos curvas crecientes en x = a. Analiza si la curva

y =1 (x) - g(x) ha de ser, entonces, creciente en x = a. (SI la respuesta es afirmativa, justificala,
en caso contrario, da un contraejemplo.)

QOCEHECEE® @
Si f(x) es creciente en x =a [0 f’(@) >0y sig(x) es crecienteenx=al g’(@ >0,
veamos que ocurre con la funcion diferencia :

h(x) =f(x)-g(x) O h‘(x)=f‘(x)-g ‘(X) y por tanto h ‘(a) = f ‘(a) - g ‘(a) que puede ser:
O Negativa si f ‘(@) < g ‘(a), y por tanto h(x) sera decreciente.
U Nulasif‘(a) =g ‘(a) y por tanto no se puede afirmar que sea creciente ( estricta).
U Positiva si f ‘(@) > g ‘(a) y solo en este caso sera creciente h(x).

Contraejemplo :

fx)=2x0 f'‘xX)=2;f'(1)=2>0, luego 7enx =1.

gx)=3x*0 g‘(x)=6x;9‘(1)=6>0, luego 7enx=1.

h(x) =f(x) -g(x) =2x-3x* 0 h‘xX)=2-6x;h‘(1)=2-6=-4<0, luego yano es
creciente sino decreciente en x = 1.

9O OEEIOEES O
&

(o) Halla las derivadas laterales en x = 0 de la funcidn f(x)= -1 si x < 0, f(x) = 1 si x 20.

(b) Esa funcion ses derivable en x = 0?

© S OHHOEES GO

0-1 x<0 , .

(o) f(x) = E L x50 s derivadas laterales son :
f'(07) :Aimm :Aim B ) 0:f(0%) :Air(r,l f(0+h)-f(0) :,!ircf)li_hi -0

(b) Estudiemos primero la continuidad :
Jim 09 = Jimp ~1= =1 Jim (9 = liqy 1 =1

luego como no es continua en x = 0 ( los limites laterales no son iguales) no es
derivable en x = 0.

SOOEIEOEEO 6O
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UNTAD 14 - Derivadas 15

&

(a)  Especifica el dominio (natural) de la funcion f(x) = x/ |x]|.
(b) ;Dodnde es continua?

(¢) . Puede asignarse un valor {(0) de modo que la funcién obtenida sea derivable en x
=07
QooECEE® @

(a) Convirtamos la funcién en valor absoluto en una funcién a trozos :

0% =-1 six<0

f(x) :l—)’ﬁl <f(xX)=0 & , en x = 0 no esté definida ( se anula el denominador),
U

x=1 six>0
luego su dominio natural es ‘R - {0}.
(b) es continua en R - {0} ya que :

va<o0;limf(x)=limf(x)=-1=f(a)y vb >0 ;)I(Lrp_ f(x)= )!Lrtp f(x) =1 =1(b)

(¢) No pues aunque se asigne a f(0) = 0, para que coincida con las derivadas
laterales, al ser distintos los limites laterales de la funcién, no seria continua en cero y
nunca podria ser derivable.

SO OEIEIOEIEG O
&

(o) Interpreta razonadamente el concepto geométrico de derivada.

(b) Como aplicacion del apartado anterior y sin calcular la expresion analitica de f(x),
obtén la representacion gréfica de f'(x), siendo la grafica de f(x):

So0EIECEES @

(a) Como la derivada es el limite del cociente incremental de la funcién cuando el
incremento tiende a cero y el cociente incremental representa la pendiente de la recta
secante que pasa por dos puntos, si esos dos punto tienden a coincidir ( h - 0) la secante
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se convierte en tangente y la derivada de una funcién f(x) en un punto x = a representa la
pendiente de la recta tangente en ese punto: m = f ‘(a).

(b) Estudiemos la funcién en cada intervalo :
@ Para valores menores que x = -1 la funcién no existe.
® En x = -1 no existe derivada por la izquierda.

<@ Intervalo (-1,0), como la funcién es una recta, la pendiente de la recta tangente en
cada punto del intervalo sera constante e igual a la pendiente de la recta :

o _ Y2Y1 2.0 _
f(x)—xz——x%—m—Z

@ En x = 0, no es derivable ya que aunque es continua las derivadas ( pendientes
de las rectas) laterales no coinciden f ‘(0" ) = 2 # f /(0*) = -1 ( ver apartado siguiente ).

© En (0,1) como la funcién es de primer grado su derivada es constante e igual a la
pendiente de la recta :

] — y2-y1 — 1-2 —
f'(X) == =15 =-1
€ En x =1, la funcién no existe luego no tiene derivada.

© En (1,2) como la funcién es de primer grado su derivada es constante e igual a la
pendiente de la recta :

() = w=r =97 =-1

@ En x = 2, f(x) no es derivable pues aunque es continua, las derivadas laterales no
coinciden, f(2) = -1 #f‘(2%) = 1 ( ver apartado siguiente ).

© En (2,3) como la funcién es de primer grado su derivada es constante e igual a la
pendiente de la recta :

f'(x) =% =22=1

@ Para valores mayores de x = 3 la funcidon no existe luego no hay derivada por la
derecha.
02 -1<x<0
La funcién derivada es entonces : f'(X) = B_l O<x<1
-1 1<x<2

nl 2<x<3

cuya representacion gréfica es :
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UNTAD 14 - Derivadas 17

3
O——4
fi(x)
1 o0
-2 -1 ] 1 2 3
o0
2
QOOEIEIOEEOG SO

& Dada la funcién f(x) = 0six <0, {(x) = 3xsix=0:

(o) Halla las derivadas laterales de f(x) en x = 0.

(b) ,Es derivable f(x) en x = 0?
S0oNEOEE® ®®

¢ _ 00 six<0
®) = H3x six >0

(a) Derivadas laterales en x = 0.

. f(0+h)-f(0 . — . f(0+h)-f(0 . —
f’(o_):rl'Lr(])‘]_ (+) ():Al_g)‘l_ghﬂzo,f’(o-'-):rl'lm (+) ():ALm3h0:3

-

(b) No es derivable en x = 0 ya que las derivadas laterales no son iguales f ‘(0) =0 #
f'(0") = 3.
QOOEEICOEIEO O

& Halla las derivadas laterales en x = 3 de la funcién (x) = | x* - 4x + 3 |. ¢Es derivable
en ese punto?

SoomECOEE® S ®

Transformamos la funcion en valor absoluto en una funcién a trozos, para lo cual
primero hemos de hallar qué valores la anulan :

4+2

4+ [16-12 ===3
X2 —4x+3=0=>x=——0— =42 = 2
2

Ahora estudiamos el signo de la funcién en cada uno de los tres intervalos:
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UNTAD 14 - Derivadas 18

Intervalo de (- 0, 1), la funcién es positiva (0°-4-0+3=3>0).
Intervalo (1, 3), la funcion es negativa (22-4-2+3=-1<0).
Intervalo ( 3, + «), la funcién es positiva (42 -4-2 + 3 =11 > 0).
La funcioén a trozos queda :

O x2-4x+3 -o<x <1

f(x)= 0-x®+4x-3 1<x<3

Hx?-4x+3 3<x<+w

& Primero estudiamos la continuidad en x = 3, hallando los limites laterales y f(3) :
lim f(x) = lim(—x*+4x-3) =-3*+4.3-3=0
)I(quf(x):)[L@(xz—4x+3) =32-4.3+3=0

Como f(3) = 0 igual a los limites laterales, la funcion es continua en x = 3.

& Ahora estudiamos las derivadas laterales en x = 3 :

-y — i JGH)AE) - —(B+)2+4@+h)-83-0 _ . _9-6h-h2+12+4h-3 _ . h(-2-h) _
PE)=lp =5 =lip = =lp = =l T =2
, . f3+h)-f3 . (3+h)2-4(3+h)+3-0 . 2 1o . h@2+h
f (3+) = lim ( % 3) = lim (3+h) ﬁ] ) = lim 9+6h+h hlZ Ah+3 = lim (h )) =2
h-0+ h-0+ h-0- h-0-

Como no coinciden la derivadas laterales la funcidn no es derivable en x = 3.

SOOEIEOEES S 6

3x six <1

0
©5ea 0= Uy +p(x-1) six>1

¢Para qué valores de los parametros a y b es derivable la funcion f (x)?

OooEEOEE® ®®
_ G 3x six<1 _, . U 3 six<l1
f(x)_gax“b(x—l) six>1 ' P = EZax+b six>1

La funcién es derivable en cada intervalo, la duda esta en el punto frontera x = 1,

para que sea derivable en ese punto ha de ser continua y han de coincidir las derivadas
laterales :

Continua en x = 1.

lim f(x) = lim f() =f(1) & Jim(3x) =3 = )I(Lq1(ax2 +b(x-1)) =a-1%+b(1-1)=a = f(1)
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UNTAD 14 - Derivadas 19

Luego ya sabemos que a = 3.

Condiciéon de derivabilidad :

f(1+h)-f(1 . 3(1+h)-3 _
( r)‘():IIm (1+h) 3+3h-3

= lim ——
hoo- N ho0-

f'(17)=f'(1") ;AL@ = J]L%“ghn =3yahoraf’(1*) =

fa+h)-f(1) _ . a(l+h)2+b(1+h-1)-3 3(1+2h+h?)+bh-3 h6+b+h) _

=i T =i SR = i SRS = i SRRt =

Iim6+b+h=6+b
h-0+

por tanto al tener que ser la derivadas laterales iguales3=6+b ; b =- 3.
Resumiendo, para que la funcién sea derivable han de sera=3yb=-3

SOOEIEOEES S 6

Se ha trazado la recta tangente a la curva y = x° que tiene pendiente 3 y pasa por el
punto (0, - 2). Halla el punto de tangencia.

QOCEHECEE® @@
La pendiente es la derivada primeray ‘ (x) = 3x? que igualamos a 3 y resolvemos :
X?=3ex?zloex=t/1 =+1
Luego las recta tangente es :
y=ax+b;y=3x+b
gue han de pasar por (0, -2), por tanto b = -2 . y la ecuaciones queda y = 3x -2
Si sustituimos x = 1y = 1 que pertenece a la parabola cubica y = X3, punto (1,1), pero
para x = -1, y = -5, punto que no pertenece ay = x°.
El punto de tangencia es (1,1).

SOOEIEOEES S 6

& Hay dos puntos en la gréfica de y = 0,5x° + 3 en los que la recta tangente a esa
grdfica pasa por el origen. Determina esos dos puntos.

SQooNECOEE® S ®

La pendiente de la recta tangente en cualquier punto(X,) de la parabola viene dada
por su derivada : y ‘ = Xo. SUS ecuaciones serany = XX + n

Si llamamos a los puntos buscados (a,b) han de ser puntos de la parabola y de cada
una de las rectas tangente :

(b =0,5a% +3

E y=ax+n Como las tangentes pasan por (0,0) n =0 y queda y =ax

MATEMATICAS 2 - Mc Graw Hill



UNTDAD {4 - Derivadas 10

Si sustituimos el punto en la recta b = a? y resolviendo el sistema de segundo grado,
tenemos los dos puntos :

[ 2 -
DO,522+3_E <30,5a2+3:a2c>0’5a2:3<:>a:i 0—35=i‘/g;b:a2:6
D - ’
Los puntos de tangencia son : (- /6 ,6) y (/6 ,6)
QOOEIEIOEIE O & @

&® Calcula, para la funcién {(x) = x° - 6x + 5

(a) El incremento de la funcién en x, = 3 para un Iincremento de la variable
independiente igual a 0,01.

(b) El punto de la gréfica en el que la recta tangente tiene pendiente 2.
QOOEECEE® Q@
(a) xo=3, Ax=0,01

AF = f( Xot+ AX) - f(Xo) = f (3 + AX) - f(3) = [( 3 + AX)> 6 (3 + AX) + 5] - [ 32 -6-3 +5) =
= 9 + BAX +(AX)? - 18 - 6BAX + 5 - 9 + 18 - 5 = (Ax)? = 0,012 = 0,0001 = 10*.

(6) m=2.
la pendiente esf‘(x) =2x-6=2;x=4, y=1f(4) =4°-6-4+5=16-24+5=-3,
El punto es (4,-3).

QOOEIEIOEIEO SO

<> Halla el punto de interseccidn de las rectas tangentes a la gréfica de y = x° - 3x en
los puntos de abscisas x = -1y x=2.

COCHEEHREY S
Q Primera recta
a=-1
f@)=1f(-1) =(-1)*-3(-1)=-1+3=2
f‘(x) =3x?- 3.

m=f‘(-1)=3(-1)>-3=0
Luego la ecuacién de la recta tangente esy - f(a) =m(x-a) ; r1=y-2=0

QO Segunda recta

MATEMATICAS 2 - Mc Graw Hill



UNTDAD 14 - Derivadas 11

a=2
f@) =1(2) = (2)*-3(2)=8-6=2
f'(x) =3x%- 3.

m=7f2)=3(2*-3=12-3=9
Luego la ecuacién de larecta tangenteesy - f(a) = m(x-a) ;i =y -2 = 9(x-2) ; r, = 9x
-y-16=0.

La interseccion de ambas rectas la calculamos resolviendo el sistema de ecuaciones
que forman :

Lox -y -16 =0 oy=29%x-2-16=0; x=2 =2, P(2,2).
i y—2 :O
60 OEEOEES 6

<& sHay algun valor x = a donde la recta tangente a la gréfica de y = sen (x/3) sea
paralela alarectay = 0,5x + 2?7

SOCEECEE® @

La derivada de la funcion en ese punto (pendiente) y ‘ = cos (a/3) y la pendiente de
la recta tangente (0,5) han de ser iguales, por tanto tenemos que resolver la ecuacion :

cosd =3 4 =arcos =600 +360k = Z + 27k rad= a= 180° + 1080k =7 + 67k

SOOEIEOEIES S 6

<& Calcula f ‘(1) para las siguientes funciones:

(o) f(x) = 3*

() f(x) = Ix2

S0oNECOEE® @

(a) f(x) = 3*.
f'(x)=3*L3,yaquesiy=a'0 y‘=u"‘-a"La, portanto f ‘(1) = 3L3 =L3% = L27.

(b) () = IxZ =x3

POy =fxs? =8xs == =) = g5 = %

SO OEIEOEES S 6

2
5513

DG Calcula la derivada en x = 0 de la funcién

f(x) = 6x3(3/X+ 2 +senx -2

X+3

So0EIECEES @
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UNTDAD 14 - Derivadas 12

Hallemos primero la derivada:

f'(x) = (6x3)/(3/x+2 +senx—25) +6x3(3/x+2 +senx-2)' =

=18x%(3./Xx+2 +senx—%) +6x3 ( +COSX—%):

2 /52
— 2 X+l 3 2
=18x2(3./X+2 +senx—22) +6x (2m +COS X (X+3)2)

Sustituyendo la x por cero f(0) =0
QOOEEOEES O
<>® Determina la funcién derivada de las funciones que se especifican.
QO0EECEE® Q@

=3senx-+x"z = f'(X) = 3cosx-5(=)x 21 =

=3008X+ZX"— 4JX_ —3cosx+4XJ_ —3cosx+i):2
_ (cox-xsenx-sec2x)(x /X ~1)-(xCos x—tgx)| /X +52-
b) f(X) _ xcosx_tgx —f'(x) = 2 ( Zﬂ) a 12
XyX -1 Inx (xﬂ—l) xInex
OOOEEIOEES O ¢

<@ ;Son correctas estas derivadas?

SooNEOEE® @

a) [sen(x?)]’ = 2x cos(x?) , si es correcta ya la derivada de y = senu es y ‘= u ‘cosu

!

b) [In(1+x3)] ' = (1+X3) siescorrectapuessiy=Inu=y’'=4
QOOEEOEES GO
< Usando la regla de la cadena, halla la funcién derivada de:
AL EN O] E|E RO
a) f(x) = sen(cos Xx)

Siu(x) = cosx [0 f(u) =sen uy derivando f ‘(x) =f‘(u) - u ‘(x) = cosu - (-senx) =
-cos(cosx)-senx

b) f(x) = In VInx; si u(X) = Inx = f(u) = InJu; f'(x) -—(J_) RN R T

QOOEIEOEEO OO
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O®

(@) Halla las tres primeras derivadas de f(x) = e*
(b) Escribe y demuestra una férmula para la derivada n-ésima de f(x) = e*

QOOHNEEOEE® ®®
a)f{(x)=3e* f"(x)=9e* f"(x) =27 e*.
b) f n —= 3n eSx.
Demostracion por inducion:
f{(x) =3'e*
fo(x) = 3% &>
fox) = 3% e

Se cumple para n = 1y supuesto que se cumple para n-1 :
fol (x) = 3" ¥, si derivamos f = 3" g3 = 3" ¥ R XX,

SOOEIEOEES S 6

avroevaLvacroN I

(1) Discute si estas tres definiciones de la derivada de f(x) en x = a Son correctas.

S0oNECOEE® S

f(a+h)—f(a)
h

o) f'(@) = Ihlrrcl) , es la definicion del libro de derivada en un punto, el limite

cuando el incremento de la variable independiente tiende a cero del cociente incremental o
tasa de variacion media.

b) f'(@) = Imgl 107E f(a) , Sib =a+ h, cuando b- a, el incremento h—Q edemas

b- a = h, luego es la misma definicion anterior como se puede comprobar sustituyendo.

e)f’(@) =Iim M) T@ es igual que la del apartado a) pero llamando al incremento €
&e-0
en lugar de h.

@

(@) Define la derivada de una funcién f en un punto a.
(b) Aplicando la definicion de derivada, demuestra que si f es derivable y periédica, de
periodo T, entonces su derivada f ' tambiéen es periodica de periodo T.

SOOEIEOEEO 6O

SooNEOEE® @
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: . fa+h)f . . . . :
o) f'(a) = Ir!”c]) M el limite, cuando el incremento de la variable independiente

tiende a cero, del cociente incremental o tasa de variacibn media.

b) Si la funcién f es periddica f(x) = f (x+T), entonces f(a+T) = f(a) y f(a+T+h) = f(a+h),
luego aplicando la definicién de derivada en un punto x = a :

, _ i f@mey @y _ Uf(@+T+h)=fla+h) O_ . tamyfa) .,
PEDERTTTT T een=t g @
SOOEECOEEO OO

®

(@) Halla las derivadas laterales de la funcién f(x) = |x|, enx = 0.

(b) Esa funcion sen qué puntos es derivable?

QOOEECEE® @
L > _ U-x x<0
a) Escribimos la funcién en valor absoluto en forma de intervalo : f(X) =
0x x>0
y calculamos las derivadas laterales :
R f(O+h)-f(0) _ . -h-0 _ a1
F(0) = fim 45 = i 4 = img ~1.= -1

. f(0+h)-f
f:(0+) =r!Lrp+ (O+a 0) —

b) Como los intervalos son continuos y derivables, la duda se presenta en el punto
frontera, en el cual, al coincidir las derivadas laterales, no es derivable.
Es derivable paratodo x # 0

SO OEEIOEES SO
O

(o) Halla las derivadas laterales de la funcién f(x) =x + |x|enx =3y enx = 0.

(b) Esa funcion sen qué puntos de la recta real es derivable?

SoomEmEOEED S S
- : 00 x<O
a) Ponemos la funcién en valor absoluto en forma de intervalos: f(X) =
02x x>0

ya que para valores negativos |x| es -x y X - X = 0 y para valores positivos |X| = Xy X + X = 2X.
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& Derivadas laterales en x = 3
f(3+h)—f(3 . 2(3+h)-2-3 . - . .
f'(37) = Jim m 0 iy 2828 iy 84206 _ iy 20 — iy 2 =2
h-0- h-0- h-0- h-0-
f(3+h)—f(3 . 2(3+h)-2-3 . - . .
£(3%) = lim 0= = Jimy 2822 iy 842056 _ iy 20y 0 =2
h-0+* h-0+* h-0+* h-0+ h-0+*
& Derivadas lateralesen x =0
i _ 1:. f(O+h)=(0) 0 _ _
0= i % = i # = fip 0 =0
, . f(0+h)-f(0 . 2(0+h)-2.0 . .
£(0*) = lim =2 = Jim 2222 = jim 2 = [ 2 =2
h-0+* h-0+* h-0+* h-0+

b) Es derivable en todo la recta real excepto en x = 0 ya que en ese punto las
derivadas laterales no son iguales.

SOOEIEOEES OO

(&) ¢E’s cierto que toda funcion continua es derivable? Razona la respuesta.

So0EECEE S @

No, puede ser continua es decir coincidir los limites laterales y el valor de la funcién
en un punto y tener distinta derivada lateral en ese punto ( los llamados puntos angulosos
) como sucede con la funcion anterior en x = 0 o la funcién valor absoluto en x = 0.

SOOEIEOEES O 6

®) Discute en qué puntos no es derivable la funcién f(x) = |x° - 4.

SO0EEOEE® Y
Transformamos la funcién en valor absoluto en funcién a trozos :
x*-4=0;x=%2, luego hay tres intervalos

© Intervalo de los menores que -2, la funcién es positiva ( (-3)* -4 =5 > 0), la
dejamos como esta x? - 4.

® Intervalo [-2,2), la funcién es negativa ( 0% -
signo - x* + 4.

@© Intervalo de los mayores o iguales a 2, la funcion es positiva o nula, se deja como

4 = - 4 <0), hay que canbiarla de

esta, x? - 4.
X2—-4 six<-2
f(X)=0-x?>+4 si-2<x<?2
Hx2 - SiX >2
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En cada intervalo las funciones son polinémicas de segundo grado, luego continuas
y derivables, el problema esta en los puntos frontera :

4 Enx=-2
. f(=2+h)—f(-2 . —2+h)2-4-((-2)%-4 . _ 2_4_ . h(-4+h .
f'(=27) = lim =02 |y 2 CD) iy Adiveheoaoded _ iy 202D — iy —44h=—4
h—)O‘ h—>0_ h—>0‘ h—)O_ h—>0_

. f(=2+h)-f(-2 . —(-2+h)2+4—(~(-2)%+4 . _h2 _ . h@-h .
f'(=2*) = lim =02 |y 2RO g Avdehtededd iy 26D = i 4-h =4
h-0+ h-0+ h-0* h-0+ h-0+

Las derivadas laterales no coinciden, noes d erivable en x = -2.
4 Enx=2
L (m=y — [ima JRHN-FQ) _ . —@+h)244-(-(2*+4) _ . —4-4h-h2+4+4-4 _ o h(-4-h) o
f)=lip = =lip =7 =lip = = T = fip -4-h=—4
. f+h)-f2 . 2+h)2-4-((2)%-4 . 2_4_ . h(4+h .
f'(2*) = lim 2078 = | SO _ gy dedheircdzied ey 28D (i 44024
h-0+ h-0+ h-0+ h-0+ h-0+

Las derivadas laterales no coinciden, noesd erivableenx=2 .
QOOEECOEEO O

@) Calcula f'(1) para las funciones

() f(x) =™ x=1
(b) £ (x) = sen(%)
(c) [(x) =x*

S0oNECOEE® @

a) f {(X) = cosx - €™ luego f ‘(1) = cos 1. =",

0) F(X) = g% cos(=5-) > (1) =% cos(§) =% - 1 =%
e) f{(X) = x X' + x“Inx, luego f ‘(1) = 1-1+1-0=1
QOOEEOEIES GO

2x+a six<-1
Halla a y b para que Ia funcion f(X)= J ax+b si-1<x<0 sea continua. Para
H3x2+2 si0<x

esos valores de a y b, estudia si la funcion es derivable.

SooNECOEE® @
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Como dentro de cada intervalo las funciones son polinébmicas seran continuas, para
gue sean continuas en los puntos frontera :

< Enx=-1
Jim () = X|il:?_(2x +a)=2.(-1)+a=a-2
lim = lim (ax+b)=a-(-1)+b=-a+b

Como para que sea continua en x = -1 han de ser iguales los limites laterales, se ha
de cumplir la ecuacion:

a-2=-a+b;2a-b=2 @.

< Enx=0

lim f(x) = lim(ax+b)=a.0+b=Db
X-»0~ X0~

. o ) _a _
)!Lr(r)lf(x)_lL%\+(3x +2)=3.0+2=2

Como para que sea continua en x = 0 han de ser iguales los limites laterales, se ha
de cumplir la ecuacion:

b=2 @.

Tenemos pues un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas que resolvemos :

ézab_b :; ydela2tb=2y2a-2=22a=4wa=3=2

Para que sea continuahadea=b =2

Estudiemos ahora la derivabilidad. En cada intervalo es derivable por ser polinémica,
veamos que sucede con las derivadas laterales en los puntos frontera de los intervalos :

o Enx=-1 e )
A=Y — i JEIHNCD) s 2(1++2-Q2(1)+2) -2+2h+2+42-2 _ : 2h _ | _
F(-1) = fip 7 = i SR < i SR = i = i 2= 2
1 44 — |3 JCL1HN)A(-D) 2(-1+h)+2-(2(-1)+2) —2+2h+2+2-2 2h _ - _
F(-1) = fi 7 = i SR < i SR = iy = i 2= 2

Como es continua en x = -1 ( con esa condicibn hemos calculado a y b) y las
derivadas laterales son iguales (f ‘(-1") = f ‘(-1*)), la funcion es derivable en x = -1.

WwEnx=0 )
f(O+h)—f(0 _
f(07) = lim 70 iy 222
h-0
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240 .
22 — lim 2= = lim 3h =0
h

f(0+h)—f(0
(0% = lim ~2=2 = lim
h-0+ h-0+

Como las derivadas laterales no coinciden, no es derivable en x = 0.
Resumiendo, la funcién es derivable para todo x 0

QOOEIEIOEIE O & @

©@) ¢ Hay algun punto en la gréfica de y = e* en el que la recta tangente sea paralela a la
recta2x + 8y -5=0°7

SQoEEOEE® S @
Para que dos rectas sean paralelas han de tener la misma pendiente:
y' = 2e*
2x+8y-5=0, en forma explicitay = -3x+3, luegom = -1

- 1 1 , .
Igualando tenemos la ecuacién : €% =—-7 < 2x=In —z), como no tiene solucion (
no existen logaritmos de nimeros negativos ), no existe ningln punto de la gréfica de la
funcion y = e # cuya recta tangente sea paralela a la recta dada

SOOEIEOEES 6 &

M@ Si P es un punto cualquiera de la grdfica de y = l/x, prueba que el tridngulo

formado por la recta OP, la tangente a esa grdfica en el punto P y el eje y = 0, es i1sosceles. (O
es el origen de coordenadas.)

QOOHNEOEE® @
Un punto P perteneciente esa funcion seré de la forma P ( a, 1/a).
Hallemos la recta que es tangente en P:
y' =-1/x>, m = y'(a) = -1/a?
la ecuacion de la recta tangente es:
Y-z =—2>(Xx-a) ® a?y-a=-x+ae Xx+a?y-2a=0
La ecuacion de OP es :

Y=Yo _ XXo . YO _ x-0 2
Yp=Yo T Xp=XQ %__0 —a-0 < X-a y O

La ecuacion del eje de abscisas esy = 0.
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B “q1a)

0(0,0) 1 2B{2a,08 4
11

Las tres rectas forman el triangulo OAB, y hay que demostrar que los lados OAy AB
tienen la misma longitud para cualquier valor de a:

OA=d(0,A)= /(ya-yo)* +(xa=x0)? = /(F)* +a? = [X& =3 /I +a*

AB=d(A B)=/(ya-Ye)’ +(xa-xe)? = y(3)* +a? = [E& =% /1+a°

Luego efectivamente es isGsceles ya que las longitudes de los lados OA y AB son
iguales para cualquier valor de a perteneciente a su dominio.

SO OEIEOEES S 6

(M@ Dada la pardbola de ecuacién y = x° - 2x + 5, se considera la recta r que une Ios

puntos de esa pardbola de abscisas x; = 1, x; = 3. Halla la ecuacion de la recta tangente a la
parabola que es paralela a la recta r.

ARG E[O) G| EI RO R
Six=10y=1-2+5=40 P;=X,y1) = (1,4).
Six=30y=9-6+5=80 P2=(XzY2) =(3,8).
La ecuacion de la secante serdy = mx + n:

O por pasar por (1,4) 0 4=m + n;

O por pasar por (3, 8) 0 8 =3m + n [0 resolviendo el sistema tenemos m =2, n= 2.
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1}?‘5 @.875 1.75 2.625 3.5 4

Lasecante esy =2x + 2.

Si la tangente pedida debe ser paralela a la secante, sus pendientes seran iguales;
luego f ‘(xo) = 2, siendo (Xo, Yo) €l punto de tangencia.

Como f'(x) =2x-2 0 2Xo-2=2=>Xo =2 ; siendo y, = f(xo) =f(2) =22-2:2+5=5
Con esto, la tangente pedidaes:y-y o=m(X-Xo) O y-5=2(x-2)=>y=2x+1.
QOOEEOEES O

(D@ Halla las funciones derivadas f '(x) de
(a) f(x) = 20x* - 45x*2 + 122x* + 11x - 89

f'(x) = 20-25x* -45-12x"+122-4x3+11= 500x** -540x"'+488x3+11
(b) f(X) = 6x3(3 /X +senx -2

f'(x) = (6x3)(3/X +senx—21) +6x3(3 /X +senx—-25) =

= 18X2(3ﬂ +Senx—%) +6X3( 3 +COS X — x+3—x—1) —

2/X (x+3)2
_ 2 x+1 3( 3 2
=18x2(3 /X +senx—3:3) +6X (2,/7 +COSX =37

() () =" =% = f(x) =—%

SOOEIEOEES S 6
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(M®) Son correctas estas derivadas?

(a) [cos(senx)]' = - (cos x) [sen(sen x)]
(b) [ ] = (cosx) ™™
AN GO | E1 KRR
Si llamamos u(x) = senx, cuya derivada es u’(x) = cosx

a) Si, ya que aplicando la regla de la cadena, la derivada de y = cosu es y’ = - u’senu
gue sustituyendo nos da - cosx [sen(senx)].

b) Si, ya que aplicando la regla de la cadena, la derivada de y = €" es y’ = u'€" que
sustituyendo nos da ( cosx) €™ .

SOOEIEOEES S 6

(@) Usando la regla de la cadena, deriva las funciones que se indican:

(a) sen(lnx)”

(6) /X’ -cos(x?)]3

(0 sen(/cos(e”?))

AN EIO) | EI KRR
u/

T2

= 57=008 J/InX =5 cos /Inx

-1

NII—\

a) Siu(x) =Inx O u'(x) = 1/x,ysiV(Uu)= /u(X =uz =V(X)=U'-3u

luegoy=Ssenv=y =V cosv =

ZJU
BU=X>=U' =2X; V=Xx*=V =4x3;g=cosVv =g’ =-Vv'senv =-4x3senx*
luego y = (u+g)® =y =3(u —g)2(u’ —g’) =3(x2 —cos(x*))*(2x + 4x3senx*)
)Siu=x2+1=u'=2x;v=e"=V =u'e¥;g=cosv=>g'=-Vv'senyv, f= /g

/
!

:>f _ZJU’ |Uegoy Senf:>y _fICOszmCOS‘/—g -V Senvcos‘m_

2 JCOSV
_ —u'eUsene! _ —2xe**lsene¥’+l 1
= T2 /coser COS(J cos(e" ) 2 jeodo™ ) cos(‘/cos(eX2+ )
SOOEEIOEEO O
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alla la aerivaaa e Ol1nomio 1(X) = - X + X + X -
(D) Halla la derivada £(300) del polinomio f(x) = 20x%° - 45x% + 122x* + 11x - 89

RN G O] | IR

Como el polinomio es de grado 25, la derivada primera sera de grado 24 ( n-1), la 22

de grado 23, la 32 de grado 22 y a partir de la orden 25 sera de grado cero (constante) y
como la derivada de una constante es nula :

f G00) —
QOOEIFOEFG SO

00

(o) Halla las tres primeras derivadas de ,f(x) = /X
(b) Escribe una férmula para la derivada n-ésima de f(X) = /X .

SOCEIECEHE S @

a) f() = /X =x2

T X
—l(_ly5-1_-_1,-3 __1 _1
f”(X)— (1 2)3)( 2 3 = 43x 25_ 34. i/X_3
f'O0) =—2(2)x 2 =gX72 =555

b) fM(x) =(-1)"? 1'3'5"(22(:_1)_1) Tln_l para n>1

SOOEIEOEES S 6

M@ Halla la ecuacién de la recta tangente a la elipse x’/4 + y* = 1 en el punto de

abscisa x = 1 que esta en el semiplano superior (y 2 0). Utiliza derivacion implicita.
SOCEECOEE® @
a=1

f@)=f1)=J1-2 = /2 =2 (valor >0)

Para hallar la pendiente hacemos la derivada implicita y después se sustituye la x
por 1:

1.ox+2yy' =0 $+2yy =00y =—% sm=y(l)= — =%

Larecta tangente alaelipseenx=a=1es:

y (a) = f@)(x-a) iy - ==L (x-1) © 6y -3J3 =—/Bx+ /3 & /Ix+6y-4J3 =0

SOOEIEOEEO 6O
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