
5HVXHOYH�W~��3iJ�pno��

'DGD�OD�SDUiEROD�GH�HFXDFLyQ�\� �[�����[������VH�FRQVLGHUD�OD�UHFWD�U�TXH�XQH�ORV�SXQWRV

GH�HVD�SDUiEROD�GH�DEVFLVDV�[�� ����[�� ����+DOOD�OD�HFXDFLyQ�GH�OD�UHFWD�WDQJHQWH�D�OD�SDUiEROD

TXH�HV�SDUDOHOD�D�OD�UHFWD�U�

�����������

Hallamos las ordenadas de los dos puntos dados :

x1 = 0, f(0) = 5, luego las coordenadas de este punto son P (0,5).
 x2 = 3, f(3) = 32- 2·3+ 5 = 8, luego las coordenadas de este punto son Q (3,8).

Ahora la pendiente de la recta que los une : .m =
y2−y1
x2−x1 = 8−5

3−0 = 1

Como la pendiente en cada punto de la derivada es sus derivada f ’(x) = 2x -2, si
igualamos tenemos 2x - 2 = 1, x0 =  3/2.

La ordenada correspondiente a ese punto es :

f(x0) = f( 3
2 ) = ( 3

2 )2 − 2 �
3
2 + 5 = 17

4

y la ecuación de la recta tangente a la parábola en el punto ( 3/2,17/4) ( paralela a al
que pasa por P y Q es :

y − f(x0) = m ( x - x0) J y - 17
4 = 1 � (x− 3

2 ) J 4x - 4y + 11 = 0.

�����������

5HVXHOYH�W~��3iJ�pnq��

+DOOD�ODV�GHULYDGDV�ODWHUDOHV�HQ�[� ���GH�OD�IXQFLyQ�I�[�� ���VL�[������I�[�� �[��VL�[�≥����¢�(V
GHULYDEOH�HQ�[� ���HVD�IXQFLyQ�"

�����������

f(x) =
 

 
 

1 x < 0
x2 x P 0

Hallemos las derivadas laterales :

f ’(0−) = lim
hG0−

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0−

1−1
h = 0

f ’(0+) = lim
hG0+

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0−

h2−0
h = 0

Aunque las derivadas laterales  en x = 0 son iguales, no es derivable en x = 0, ya que
no es continua en x = 0, pues los límites laterales no coinciden:
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lim
xG0−

f(x) = lim
xG0−

1 = 1� lim
xG0+

f(x) = lim
xG0+

x2 = 0

�����������

5HVXHOYH�W~��3iJ�pnt��

+DOOD�I�¶�[��VLHQGR�f(x) =
x cos x
x+1

�����������

f(x) =
x cosx
x+1

f ’(x) =
 

 
 

f(x) = u
v

f ’(x)= u�v−uv�

v2

 

 
 =

x cos x
�

(x+1)−(x+1)� x cox
(x+1)2 =

 

 
 

f(x) = u � v
f ’(x)=u’v-uv’

 

 
 =

=
x

�
cos x+ x (−senx) (x+1)− x cos x

(x+1)2 =
cosx
2 x − x senx (x+1)− x cosx

(x+1)2 = (cos x−2xsenx)(x+1)−2xcos x
2(x+1)2 x

�����������

5HVXHOYH�W~��3iJ�pnv��

+DOOD�OD�HFXDFLyQ�GH�OD�UHFWD�WDQJHQWH�D�OD�JUiILFD�GH��y = 2x2−1
x2+1 en x = 1.

�����������

y = 2x2−1
x2+1

x0 = 1

 ; y0 = 2�12−1
12+1 = 1

2 = 1
2

= 2
2 y ’=

4x(x2+1)−(2x2−1)2x

(x2+1)2

2 2x2−1
x2+1

= 4x3+4x2−4x3+2x

2(x2+1)2 2x2−1
x2+1

= 2x(2x+1)

2(x2+1)2 2x2−1
x2+1

= x(2x+1)

(x2+1)2 2x2−1
x2+1

Luego la pendiente ( que es la valor de la función derivada en x0 = 1) es :

m = y� (x0) = y ’(1)=
1�(2�1+1)

22 1
2

= 3
4 1

2

= 3 2
4

Sustituyendo en la ecuación de la recta tangente en un punto :

y − y0 = m(x− x0)J y − 2
2 = 3 2

4 (x− 1) J 4y-2 2 = 3 2 x -3 2 J 3 2 x− 4y − 2 = 0

�����������
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5HVXHOYH�W~��3iJ�pom��

+DOOD�OD�GHULYDGD�GH�y = F(x) = e senx .

�����������

F(x) = e senx
H F ’(x)= e senx ( senx ) � =e senx cos x

2 senx

�����������

5HVXHOYH�W~��3iJ�pon��

'HPXHVWUD� TXH� �� GRQGH� \�  � DUFRV[� HV� OD� IXQFLyQ� LQYHUVD� GHOy� = (arcos x)� = −1
1−x2

FRVHQR�

�����������

y = arcos x 
x = cosy , si derivamos 1 = -y‘ seny; despejando y‘ = −1

seny

pero según la ecuación fundamental de la trigonometría :

sen2y + cos2y = 1, despejando seny = 1 − cos2y = 1 − x2 , que sustituido en la anterior:

y� = −1
1−x2

�����������

5HVXHOYH�W~��3iJ�pon��

8Q�JORER�HVIpULFR�VH�HVWi� OOHQDQGR�GH�DLUH�GH�IRUPD�WDO�TXH�VX�UDGLR�FUHFH�GH�DFXHUGR

FRQ� OD� IyUPXOD� � �U� HQ� FP�� W� HQ� VHJXQGRV��� ¢$�TXp� ULWPR�HVWi�GHFUHFLHQGR� VXr = 10 + 0, 5 t
iUHD�FXDQGR�W� ��"�

�����������

El área de una esfera es A = 4 πr2 = , derivando respecto del tiempo :4�(10 + 0, 5 t )2

dA
dt = 4� �2(10 + 0, 5 t ) � 1

2 t = 4�(10+0,5 t )
t

expresión que nos da el ritmo de decrecimiento del área en función del tiempo. Si t =
6 sustituyendo queda :

dA
dt (6) =

2�(10+0,5 6 )
6

m2

s

�����������
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352%/(0$6�35238(6726������������������������ ��

���6H�VDEH�TXH�\� �I��[��H�\� �J�[��VRQ�GRV�FXUYDV�FUHFLHQWHV�HQ�[� �D��$QDOL]D�VL�OD�FXUYD

\� �I��[����J�[��KD�GH�VHU��HQWRQFHV��FUHFLHQWH�HQ�[� �D���6L�OD�UHVSXHVWD�HV�DILUPDWLYD��MXVWLItFDOD�

HQ�FDVR�FRQWUDULR��GD�XQ�FRQWUDHMHPSOR��

�����������

Si f(x) es creciente en x = a ⇒ f ’(a) > 0 y si g(x) es creciente en x = a ⇒ g ’(a) > 0,
veamos que ocurre con la función diferencia :

h(x) = f(x) - g(x) ⇒ h ‘(x) = f ‘(x) - g ‘(x) y por tanto h ‘(a) = f ‘(a) - g ‘(a) que puede ser:

� Negativa si f ‘(a) < g ‘(a), y por tanto h(x) será decreciente.
� Nula si f ‘(a) = g ‘(a) y por tanto no se puede afirmar que sea creciente ( estricta).
� Positiva si f ‘(a) > g ‘(a) y sólo en este caso será creciente h(x).

Contraejemplo :

f(x) = 2x ⇒ f ‘(x) = 2 ; f ‘(1) = 2 > 0, luego N en x = 1.
g(x) = 3x2 ⇒ g ‘(x) = 6x ; g ‘(1) = 6 > 0, luego N en x = 1. 
h(x) = f(x) - g(x) = 2x - 3x2 ⇒ h ‘(x) = 2 - 6x ; h ‘(1) = 2 - 6 = - 4 < 0, luego ya no es

creciente sino decreciente en x = 1.

�����������

��

�D��+DOOD�ODV�GHULYDGDV�ODWHUDOHV�HQ�[� ���GH�OD�IXQFLyQ�I�[� ����VL�[������I�[�� ���VL�[�≥��

�E��(VD�IXQFLyQ�¢HV�GHULYDEOH�HQ�[� ��"

�����������

�D� , las derivadas laterales son :f(x) =
 

 
 

−1 x < 0
1 x P 0

f ’(0−) = lim
hGo−

f(0+h)−f(0)
h = lim

hGo−

−1−(−1)
h = 0 ; f ’(0+) = lim

hGo+

f(0+h)−f(0)
h = lim

hGo+

1−1
h = 0

�E� Estudiemos primero la continuidad :

lim
xG0−

f(x) = lim
xG0−

− 1 = −1 � lim
xG0+

f(x) = lim
xG0+

1 = 1

luego como no es continua en x = 0 ( los límites laterales no son iguales) no es
derivable en x = 0.

�����������
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��

�D� (VSHFLILFD�HO�GRPLQLR��QDWXUDO��GH�OD�IXQFLyQ�I�[�� �[��_[_�

�E��¢'yQGH�HV�FRQWLQXD"

�F��¢3XHGH�DVLJQDUVH�XQ�YDORU�I����GH�PRGR�TXH�OD� IXQFLyQ�REWHQLGD�VHD�GHULYDEOH�HQ�[

 ��"

�����������

�D� Convirtamos la función en valor absoluto en una función a trozos :

, en x = 0 no está definida ( se anula el denominador),f(x) = x
|x| J f(x) =

 

 
 

x
−x = −1 si x < 0

x
x = 1 si x > 0

luego su dominio natural es  � - {0}.

�E� es continua en � - {0} ya que :

�a < 0 ; limxGa− f(x) = lim
xGa+ f(x) = −1 = f(a) y �b > 0 ; lim

xGb−
f(x) = lim

xGb+
f(x) = 1 = f(b)

�F� No pues aunque se asigne a f(0) = 0, para que coincida con las derivadas
laterales, al ser distintos los límites laterales de la función, no sería continua en cero y
nunca podría ser derivable.

�����������

��

��D��,QWHUSUHWD�UD]RQDGDPHQWH�HO�FRQFHSWR�JHRPpWULFR�GH�GHULYDGD�

�E��&RPR�DSOLFDFLyQ�GHO� DSDUWDGR�DQWHULRU�\� VLQ�FDOFXODU� OD� H[SUHVLyQ�DQDOtWLFD�GH�I�[��

REWpQ�OD�UHSUHVHQWDFLyQ�JUiILFD�GH�I
·�[���VLHQGR�OD�JUiILFD�GH�I�[��

�����������

�D� Como la derivada es el límite del cociente incremental de la función cuando el
incremento tiende a cero y el cociente incremental representa la pendiente de la recta
secante que pasa por dos puntos, si esos dos punto tienden a coincidir ( h →0) la secante
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se convierte en tangente y la derivada de una función f(x) en un punto x = a representa la
pendiente de la recta tangente en ese punto: m = f ‘(a).

�E� Estudiemos la función en cada intervalo :

� Para valores menores que x = -1 la función no existe.

� En x = -1 no existe derivada por la izquierda.

� Intervalo (-1,0), como la función es una recta, la pendiente de la recta tangente en
cada punto del intervalo será constante e igual a la pendiente de la recta :

f ’(x) =
y2−y1
x2−x1 = 2−0

0−(−1) = 2

� En x = 0, no es derivable ya que aunque es continua las derivadas ( pendientes
de las rectas) laterales no coinciden f ‘(0- ) = 2 ≠ f ‘(0+) = -1 ( ver apartado siguiente ).

� En (0,1) como la función es de primer grado su derivada es constante e igual a la
pendiente de la recta :

f ’(x) =
y2−y1
x2−x1 = 1−2

1−0 = −1

� En x = 1, la función no existe luego no tiene derivada.

� En (1,2) como la función es de primer grado su derivada es constante e igual a la
pendiente de la recta :

f ’(x) =
y2−y1
x2−x1 = 0−1

2−1 = −1

� En x = 2, f(x) no es derivable pues aunque es continua, las derivadas laterales no
coinciden, f ‘(2-) = -1 ≠ f ‘(2+) = 1 ( ver apartado siguiente ).

� En (2,3) como la función es de primer grado su derivada es constante e igual a la
pendiente de la recta :

f ’(x) =
y2−y1
x2−x1 = 1−0

3−2 = 1

� Para valores mayores de x = 3 la función no existe luego no hay derivada por la
derecha.

La función derivada es entonces : f ’(x) =

 

 

 
 

 

2 −1 < x < 0
−1 0 < x < 1
−1 1 < x < 2
1 2 < x < 3

cuya representación gráfica es :
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���'DGD�OD�IXQFLyQ�I�[�� ���VL�[������I�[�� ��[�VL�[�≥���

�D��+DOOD�ODV�GHULYDGDV�ODWHUDOHV�GH�I�[��HQ�[� ���

�E��¢(V�GHULYDEOH�I�[��HQ�[� ��"

�����������

f (x) =
 

 
 

0 si x<0
3x si x P 0

�D� Derivadas laterales en x = 0.

f ’(0−) = lim
hG0−

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0−

0−0
h = 0 ; f ’(0+) = lim

hG0+

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0+

3h−0
h = 3

�E� No es derivable en x = 0 ya que las derivadas laterales no son iguales f ‘(0-) = 0 ≠
f ‘(0+) = 3.

�����������

���+DOOD�ODV�GHULYDGDV�ODWHUDOHV�HQ�[� ���GH�OD�IXQFLyQ�I�[�� �_�[�����[�����_��¢(V�GHULYDEOH

HQ�HVH�SXQWR"

�����������

Transformamos la función en valor absoluto en una función a trozos, para lo cual
primero hemos de hallar qué valores la anulan :

x2 − 4x+ 3 = 0H x =
4� 16−12

2 = 4�2
2 =

4+2
2 = 3

4−2
2 = 1

Ahora estudiamos el signo de la función en cada uno de los tres intervalos:
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Intervalo de (- ∞, 1), la función es positiva (02 - 4·0 + 3 = 3 > 0) .
Intervalo ( 1, 3), la función es negativa ( 22 - 4·2 + 3 = -1 < 0 ).
Intervalo ( 3, + ∞), la función es positiva ( 42 - 4·2 + 3 = 11 > 0).

La función a trozos queda :

f(x) =
 

 
 
 

 

x2 − 4x+ 3 -� < x > 1
−x2 + 4x− 3 1 < x > 3
x2 − 4x+ 3 3 < x < +�

D Primero estudiamos la continuidad en x = 3, hallando los límites laterales y f(3) :

lim
xG3−

f(x) = lim
xG3−

(−x2 + 4x− 3) = −32 + 4 � 3 − 3 = 0

lim
xG3+

f(x) = lim
xG3+

(x2 − 4x+ 3) = 32 − 4 � 3 + 3 = 0

Como f(3) = 0 igual a los límites laterales, la función es continua en x = 3.

D Ahora estudiamos las derivadas laterales en x = 3 :

f ’(3−) = lim
hG0−

f(3+h)−f(3)
h = lim

hG0−

−(3+h)2+4(3+h)−3−0
h = lim

hG0−

−9−6h−h2+12+4h−3
h = lim

hG0−

h(−2−h))
h = −2

f ’(3+) = lim
hG0+

f(3+h)−f(3)
h = lim

hG0+

(3+h)2−4(3+h)+3−0
h = lim

hG0−

9+6h+h2−12−4h+3
h = lim

hG0−

h(2+h))
h = 2

Como no coinciden la derivadas laterales la función no es derivable en x = 3.

�����������

���6HD��f(x) =
 

 
 

3x si x > 1
ax2 + b(x − 1) si x > 1

¢3DUD�TXp�YDORUHV�GH�ORV�SDUiPHWURV�D�\�E�HV�GHULYDEOH�OD�IXQFLyQ�I��[�"

�����������

f(x) =
 

 
 

3x si x > 1
ax2 + b(x− 1) si x > 1

; f ’(x) =
 

 
 

3 si x < 1
2ax+ b si x > 1

La función es derivable en cada intervalo, la duda está en el punto frontera x = 1,
para que sea derivable en ese punto ha de ser continua y han de coincidir las derivadas
laterales :

Continua en x = 1.

lim
xG1− f(x) = lim

xG1+ f(x) = f(1) J lim
xG1−

(3x) = 3 = lim
xG1+

(ax2 + b(x− 1)) = a � 12 + b(1 − 1) = a = f(1)

8QLGDG��� ��'HULYDGDV�������������������������������������������������������������������������������������	�

0DWHPiWLFDV�����0F�*UDZ�+LOO



Luego ya sabemos que a = 3.

Condición de derivabilidad :

f ’(1−) = f ’(1+) ; lim
hG0−

f(1+h)−f(1)
h = lim

hG0−

3(1+h)−3
h = lim

hG0−

3+3h−3
h = lim

hG0−

3h
h = 3 y ahora f ’(1+) =

= lim
hG0+

f(1+h)−f(1)
h = lim

hG0+

a(1+h)2+b(1+h−1)−3
h = lim

hG0+

3(1+2h+h2)+bh−3
h = lim

hG0+

h(6+b+h)
h = lim

hG0+
6 + b + h = 6 + b

por tanto al tener que ser la derivadas laterales iguales 3 = 6 + b ; b = - 3.

Resumiendo, para que la función sea derivable han de ser a = 3 y b = - 3

�����������

���6H�KD�WUD]DGR�OD�UHFWD�WDQJHQWH�D�OD�FXUYD�\� �[3�TXH�WLHQH�SHQGLHQWH���\�SDVD�SRU�HO

SXQWR�����������+DOOD�HO�SXQWR�GH�WDQJHQFLD�

�����������

La pendiente es la derivada primera y ‘ (x) = 3x2 que igualamos a 3 y resolvemos :

3x2 = 3J x2 = 1J x = � 1 = �1

Luego las recta tangente es :

y = ax + b; y = 3x + b 

que han de pasar por (0, -2), por tanto b = -2 . y la ecuaciones queda y = 3x -2 
Si sustituimos x = 1 y = 1 que pertenece a la parábola cúbica y = x3, punto (1,1), pero

para x = -1, y = -5, punto que no pertenece a y = x3.
El punto de tangencia  es (1,1).

�����������

��� +D\�GRV� SXQWRV� HQ� OD�JUiILFD� GH� \�  ����[�� �� �� HQ� ORV� TXH� OD� UHFWD� WDQJHQWH� D� HVD

JUiILFD�SDVD�SRU�HO�RULJHQ��'HWHUPLQD�HVRV�GRV�SXQWRV�

�����������

La pendiente de la recta tangente en cualquier punto(x0) de la parábola viene dada
por su derivada : y ‘ = x0. Sus ecuaciones serán y = x0x + n 

Si llamamos a los puntos buscados (a,b) han de ser puntos de la parábola y de cada
una de las rectas tangente :

 

 
 

b = 0, 5a2 + 3
y = ax + n

Como las tangentes pasan por (0,0) n =0 y queda y =ax
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Si sustituimos el punto en la recta b = a2 y resolviendo el sistema de segundo grado,
tenemos los dos puntos :

 

 
 

0, 5a2 + 3 = b
a2 = b

J 0, 5a2 + 3 = a2
J 0, 5a2 = 3J a = �

3
0,5 = � 6 ; b= a2 = 6

Los puntos de tangencia son : (− 6 , 6) y ( 6 , 6)

�����������

�����&DOFXOD��SDUD�OD�IXQFLyQ�I�[�� �[�����[�����

�D�� (O� LQFUHPHQWR� GH� OD� IXQFLyQ� HQ� [��  � �� SDUD� XQ� LQFUHPHQWR� GH� OD� YDULDEOH

LQGHSHQGLHQWH�LJXDO�D������

�E��(O�SXQWR�GH�OD�JUiILFD�HQ�HO�TXH�OD�UHFWD�WDQJHQWH�WLHQH�SHQGLHQWH���

�����������

�D� x0=3, ∆x = 0,01

∆f = f( x0+ ∆x) - f(x0) = f ( 3 + ∆x) - f(3) = [( 3 + ∆x)2- 6 ( 3 + ∆x) + 5] - [ 32 -6·3 +5) =
    = 9 + 6∆x +(∆x)2 - 18 - 6∆x + 5 - 9 + 18 - 5 = (∆x)2 = 0,012 = 0,0001 = 10-4.

�E� m = 2.

la pendiente es f ‘(x) = 2x - 6 = 2 ; x = 4,  y = f(4)  = 42 -6·4 + 5 = 16 - 24 + 5 = - 3.

El punto es (4,-3).

�����������

�����+DOOD�HO�SXQWR�GH�LQWHUVHFFLyQ�GH�ODV�UHFWDV�WDQJHQWHV�D�OD�JUiILFD�GH�\� �[�����[�HQ

ORV�SXQWRV�GH�DEVFLVDV�[� ����\�[ ��

�����������

� Primera recta  

a = - 1
f(a) = f(-1) = (-1)3 -3(-1) = -1 + 3 = 2
f ‘(x) = 3x2 - 3.
m = f ‘(-1) = 3(-1)2 - 3 = 0
Luego la ecuación de la recta tangente es y - f(a) = m(x-a) ; r1 ≡ y - 2 = 0

� Segunda recta
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a = 2
f(a) = f(2) = (2)3 -3(2) = 8 - 6 = 2
f ‘(x) = 3x2 - 3.
m = f ‘(2) = 3(2)2 - 3 = 12 - 3 = 9
Luego la ecuación de la recta tangente es y - f(a) = m(x-a) ; r1 ≡ y - 2 = 9(x-2) ; r1 ≡ 9x

- y - 16 = 0.

La intersección de ambas rectas la calculamos resolviendo el sistema de ecuaciones
que forman :

 

 
 

9x − y − 16 = 0
y − 2 = 0

J y = 2; 9x − 2 − 16 = 0; x = 18
9 = 2, P(2,2).

�����������

����� ¢+D\�DOJ~Q� YDORU�[� �D�GRQGH� OD�UHFWD� WDQJHQWH�D� OD�JUiILFD�GH�\� � VHQ��[���� VHD

SDUDOHOD�D�OD�UHFWD�\� ����[����"

�����������

La derivada de la función en ese punto (pendiente) y ‘ = cos (a/3) y la pendiente de
la recta tangente (0,5) han de ser iguales, por tanto tenemos que resolver la ecuación :

cos a
3 = 1

2 J
a
3 = arcos 1

2 = 600 + 360k = �

3 + 2�k radH a= 1800 + 1080k = �+ 6�k

�����������

�����&DOFXOD�I�¶����SDUD�ODV�VLJXLHQWHV�IXQFLRQHV�

�D��I�[�� ���[

�E��I�[�� �
5 x2

�����������

�D��f(x) = 3 x .
f ’(x) = 3x L3, ya que si y = au ⇒ y ‘ = u ‘ ·au La, por tanto f ‘(1) = 3L3 =L33 = L27.

�E��I�[�� �
5 x2 = x

2
5

f ’(x) = 2
5 x

2
5 −1 = 2

5 x− 3
5 = 2

5 5 x3
H f ’(1) = 2

5 5 13
= 2

5

�����������

�����&DOFXOD�OD�GHULYDGD�HQ�[� ���GH�OD�IXQFLyQ

f(x) = 6x3(3 x + 2 + senx − x+1
x+3 )

�����������
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Hallemos primero la derivada:

f ’(x) = (6x3) �(3 x + 2 + senx − x+1
x+3 ) + 6x3(3 x + 2 + senx − x+1

x+3 ) � =

= 18x2(3 x + 2 + senx − x+1
x+3 ) + 6x3 3

2 x+2 + cos x − x+3−x−1
(x+3)2 =

= 18x2(3 x + 2 + senx − x+1
x+3 ) + 6x3 3

2 x+2 + cos x − 2
(x+3)2

Sustituyendo la x por cero f ‘(0) = 0.

�����������

�����'HWHUPLQD�OD�IXQFLyQ�GHULYDGD�GH�ODV�IXQFLRQHV�TXH�VH�HVSHFLILFDQ�

�����������

D� f(x) = 3senx − 1
2 x = 3senx − 1

2 x− 1
2 H f ’(x) = 3cosx- 1

2 ( −1
2 )x− 1

2 −1 =

= 3cosx + 1
4 x− 3

2 = 3 cos x + 1
4 x3 = 3 cosx + 1

4x x = 3 cos x +
x

4x2

E� f(x) =
xcos x−tgx

x x −1 + 1
ln x H f ’(x) =

(cox−xsenx−sec2x) x x −1 −(xcos x−tgx) x + x
2 x

x x −1
2 − 1

xln2x

�����������

�����¢6RQ�FRUUHFWDV�HVWDV�GHULYDGDV"

�����������

D� [sen(x2)]’ = 2x cos(x2) , sí es correcta ya la derivada de y = senu es y ‘= u ‘cosu 

E�  [ln(1 + x3) ] ’ = 3x2

(1+x3) sĺ es correcta pues si y = ln u H y ’ = u�
u

�����������

�����8VDQGR�OD�UHJOD�GH�OD�FDGHQD��KDOOD�OD�IXQFLyQ�GHULYDGD�GH�

�����������

D� f(x) = sen(cos x)

Si u(x) = cosx ⇒ f(u) = sen u y derivando f ‘(x) = f ‘(u) · u ‘(x) = cosu · (-senx) =
-cos(cosx)·senx

E� f(x) = ln ln x ; si u(x) = lnx H f(u) = ln u ; f ’(x) = 1
u u

�

= 1
lnx

1
2 lnx

1
x = 1

2xlnx

�����������
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����

�D��+DOOD�ODV�WUHV�SULPHUDV�GHULYDGDV�GH�I�[�� �H�[

�E��(VFULEH�\�GHPXHVWUD�XQD�IyUPXOD�SDUD�OD�GHULYDGD�Q�pVLPD�GH�I�[�� �H�[�

�����������

a) f ‘(x) = 3 e3x, f ‘’(x) = 9 e3x, f ‘’’(x) = 27 e3x.

b) f (n) = 3n e3x.

 Demostración por indución:
f ‘(x) = 31 e3x

f ‘’(x) = 32 e3x

f ‘’’(x) = 33 e3x

.....

.....
f(n) = 3n e3x

Se cumple para n = 1 y supuesto que se cumple para n-1 :
f(n-1) (x) = 3n-1 e3x , si derivamos f(n) = 3n-1+1 e3x = 3n e3x              4�(�'.

�����������

$872(9$/8$&,Ð1���������������������������������������������������������������������������������������������������������

���'LVFXWH�VL�HVWDV�WUHV�GHILQLFLRQHV�GH�OD�GHULYDGD�GH�I�[��HQ�[� �D�VRQ�FRUUHFWDV�

�����������

D� , es la definición del libro de derivada en un punto, el límitef ’(a) = lim
hG0

f(a+h)−f(a)
h

cuando el incremento de la variable independiente tiende a cero del cociente incremental o
tasa de variación media.

E� , edemasf ’(a) = lim
bGa

f(b)−f(a)
b−a , si b = a + h, cuando bG a, el incremento hG 0

b- a = h, luego es la misma definición anterior como se puede comprobar sustituyendo.

F� , es igual que la del apartado D� pero llamando al incremento εf ’(a) = lim
�G0

f(a+�)−f(a)
�

en lugar de h.
�����������

�

�D��'HILQH�OD�GHULYDGD�GH�XQD�IXQFLyQ�I�HQ�XQ�SXQWR�D�

�E��$SOLFDQGR�OD�GHILQLFLyQ�GH�GHULYDGD��GHPXHVWUD�TXH�VL�I�HV�GHULYDEOH�\�SHULyGLFD��GH

SHUtRGR�7��HQWRQFHV�VX�GHULYDGD�I�¶�WDPELpQ�HV�SHULyGLFD�GH�SHUtRGR�7�

�����������
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D� , el límite, cuando el incremento de la variable independientef ’(a) = lim
hG0

f(a+h)−f(a)
h

tiende a cero, del cociente incremental o tasa de variación media.

E� Si la función f es periódica f(x) = f (x+T), entonces f(a+T) = f(a) y f(a+T+h) = f(a+h),
luego aplicando la definición de derivada en un punto x = a :

f ’(a+T) = lim
hG0

f(a+T+h)−f(a+T)
h =

 

 
 

f(a + T + h) = f(a + h)
f(a + T) = f(a)

 

 
 = lim

hG0

f(a+h)−f(a)
h = f ’(a)

�����������

�

�D��+DOOD�ODV�GHULYDGDV�ODWHUDOHV�GH�OD�IXQFLyQ�I�[�� �_[_��HQ�[� ���

�E��(VD�IXQFLyQ�¢HQ�TXp�SXQWRV�HV�GHULYDEOH"

�����������

D� Escribimos la función en valor absoluto en forma de intervalo : f(x) =
 

 
 

−x x < 0
x x P 0

y calculamos las derivadas laterales :

f ’(0−) = lim
hG0−

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0−

−h−0
h = lim

hG0−
− 1 = −1

f ’(0+) = lim
hG0+

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0+
h−0

h = lim
hG0+

1 = 1

E� Como los intervalos son continuos y derivables, la duda se presenta en el punto
frontera, en el cual, al coincidir las derivadas laterales, no es derivable.

Es derivable para todo x ≠ 0

�����������

�

�D��+DOOD�ODV�GHULYDGDV�ODWHUDOHV�GH�OD�IXQFLyQ�I�[�� �[���_[_HQ�[� ���\�HQ�[� ���

�E��(VD�IXQFLyQ�¢HQ�TXp�SXQWRV�GH�OD�UHFWD�UHDO�HV�GHULYDEOH"

�����������

D� Ponemos la función en valor absoluto en forma de intervalos: f(x) =
 

 
 

0 x < 0
2x x P 0

ya que para valores negativos |x| es -x y x - x = 0 y para valores positivos |x| = x y x + x = 2x.
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0DWHPiWLFDV�����0F�*UDZ�+LOO



� Derivadas laterales en x = 3

f ’(3−) = lim
hG0−

f(3+h)−f(3)
h = lim

hG0−

2(3+h)−2�3
h = lim

hG0−

6+2h−6
h = lim

hG0−

2h
h = lim

hG0−
2 = 2

f ’(3+) = lim
hG0+

f(3+h)−f(3)
h = lim

hG0+

2(3+h)−2�3
h = lim

hG0+

6+2h−6
h = lim

hG0+

2h
h = lim

hG0+
2 = 2

� Derivadas laterales en x = 0

f ’(0−) = lim
hG0−

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0−

0
h = lim

hG0−
0 = 0

f ’(0+) = lim
hG0+

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0+

2(0+h)−2�0
h = lim

hG0+

2h
h = lim

hG0+
2 = 2

E� Es derivable en todo la recta real excepto en x = 0 ya que en ese punto las
derivadas laterales no son iguales.

�����������

��¢(V�FLHUWR�TXH�WRGD�IXQFLyQ�FRQWLQXD�HV�GHULYDEOH"�5D]RQD�OD�UHVSXHVWD�

�����������

No, puede ser continua es decir coincidir los límites laterales y el valor de la función
en un punto y tener distinta derivada lateral en ese punto ( los llamados puntos angulosos
) como sucede con la función anterior en x = 0 o la función valor absoluto en x = 0. 

�����������

���'LVFXWH�HQ�TXp�SXQWRV�QR�HV�GHULYDEOH�OD�IXQFLyQ�I�[�� �_[�����_�

�����������

Transformamos la función en valor absoluto en función a trozos :

x2 - 4 = 0 ; x = ±2, luego hay tres intervalos

~ Intervalo de los menores que  -2 , la función es positiva ( (-3)2 - 4 = 5 > 0), la
dejamos como esta x2 - 4.

~ Intervalo [-2,2), la función es negativa ( 02 - 4 = - 4 < 0), hay que canbiarla de
signo - x2 + 4.

~ Intervalo de los mayores o iguales a 2, la función es positiva o nula, se deja como
está, x2 - 4.

f(x) =
 

 
 
 

 

x2 − 4 si x < -2
−x2 + 4 si -2 > x < 2
x2 − 4 si x P 2
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En cada intervalo las funciones son polinómicas de segundo grado, luego continuas
y derivables, el problema está en los puntos frontera : 

� En x = -2

f �(−2−) = lim
hG0−

f(−2+h)−f(−2)
h = lim

hG0−

(−2+h)2−4−((−2)2−4)
h = lim

hG0−

4−4h+h2−4−4+4
h = lim

hG0−

h(−4+h)
h = lim

hG0−
− 4 + h = −4

f �(−2+) = lim
hG0+

f(−2+h)−f(−2)
h = lim

hG0+

−(−2+h)2+4−(−(−2)2+4)
h = lim

hG0+

−4+4h−h2+4+4−4
h = lim

hG0+

h(4−h)
h = lim

hG0+
4 − h = 4

Las derivadas laterales no coinciden, no es d erivable en x = -2.

� En x = 2

f �(2−) = lim
hG0−

f(2+h)−f(2)
h = lim

hG0−

−(2+h)2+4−(−(2)2+4)
h = lim

hG0−

−4−4h−h2+4+4−4
h = lim

hG0−

h(−4−h)
h = lim

hG0−
− 4 − h = −4

f �(2+) = lim
hG0+

f(2+h)−f(2)
h = lim

hG0+

(2+h)2−4−((2)2−4)
h = lim

hG0+

4+4h+h2−4−4+4
h = lim

hG0+

h(4+h)
h = lim

hG0+
4 + h = 4

Las derivadas laterales no coinciden, no es d erivable en x = 2 .

�����������

��&DOFXOD�I�
����SDUD�ODV�IXQFLRQHV

�D��I��[�� �HVHQ[�[� ��

�E��I��[�� �sen
� x

3

�F��I�[�� �[[

�����������

D� f ‘(x) = cosx · esenx, luego f ‘(1) = cos 1· esen1 .

E�  f�(x) = �

6 x cos
� x

3 H f�(1) = �

6 cos( �

3 ) = �

6 �
1
2 = �

12

F� f ‘(x) = x xx-1 + xx lnx, luego f ‘(1) = 1·1+1·0=1

�����������

�� +DOOD� D� \� E� SDUD� TXH� OD� IXQFLyQ� VHD� FRQWLQXD�� 3DUDf(x) =
 

 
 
 

 

2x + a si x < -1
ax + b si -1 > x < 0
3x2 + 2 si 0 > x

HVRV�YDORUHV�GH�D�\�E��HVWXGLD�VL�OD�IXQFLyQ�HV�GHULYDEOH�

�����������
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Como dentro de cada intervalo las funciones son polinómicas serán continuas, para
que sean continuas en los puntos frontera :

� En x = -1

lim
xG−1−

f(x) = lim
xG−1−

(2x + a) = 2 � (−1) + a = a − 2

lim
xG−1+

f(x) = lim
xG−1+

(ax + b) = a � (−1) + b = −a + b

Como para que sea continua en x = -1 han de ser iguales los límites laterales, se ha
de cumplir la ecuación:

a - 2 = - a + b ; 2a - b = 2  c.

�  En x = 0

lim
xG0−

f(x) = lim
xG0−

(ax + b) = a � 0 + b = b

lim
xG0+

f(x) = lim
xG0+

(3x2 + 2) = 3 � 0 + 2 = 2

Como para que sea continua en x = 0 han de ser iguales los límites laterales, se ha
de cumplir la ecuación:

b = 2  d.

Tenemos pues un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas que resolvemos :

 

 
 

2a − b = 2
b = 2

; de la 2a b= 2 y 2a -2 = 2J 2a = 4 J a = 4
2 = 2

Para que sea continua ha de a = b = 2 .

Estudiemos ahora la derivabilidad. En cada intervalo es derivable por ser polinómica,
veamos que sucede con las derivadas laterales en los puntos frontera de los intervalos :

� En x = -1
f �(−1−) = lim

hG0−

f(−1+h)−f(−1)
h = lim

hG0−

2(−1+h)+2−(2(−1)+2)
h = lim

hG0−

−2+2h+2+2−2
h = lim

hG0−

2h
h = lim

hG0−
2 = 2

f �(−1+) = lim
hG0+

f(−1+h)−f(−1)
h = lim

hG0+

2(−1+h)+2−(2(−1)+2)
h = lim

hG0+

−2+2h+2+2−2
h = lim

hG0+

2h
h = lim

hG0+
2 = 2

Como es continua en x = -1 ( con esa condición hemos calculado a y b) y las
derivadas laterales son iguales ( f ‘(-1-) = f ‘(-1+)), la función es derivable en x = -1.

� En x = 0
f�(0−) = lim

hG0−

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0−

2h+2−2
h = lim

hG0−

2h
h = lim

hG0−
2 = 2
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f�(0+) = lim
hG0+

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG0+

3h2+2−2
h = lim

hG0+

3h2

h = lim
hG0+

3h = 0

Como las derivadas laterales no coinciden, no es derivable en x = 0.

Resumiendo, la función es derivable para todo x ≠≠ 0

�����������

��¢�+D\�DOJ~Q�SXQWR�HQ�OD�JUiILFD�GH�\� �H�[�HQ�HO�TXH�OD�UHFWD�WDQJHQWH�VHD�SDUDOHOD�D�OD

UHFWD��[����\����� ��"

�����������

Para que dos rectas sean paralelas han de tener la misma pendiente:

y’ = 2e2x

2x + 8y − 5 = 0, en forma explĺcita y = - 1
4 x + 5

8 , luego m = - 1
4

Igualando tenemos la ecuación  : , como no tiene solución (e2x = − 1
4 J 2x = ln(− 1

4 )
no existen logaritmos de números negativos ), no existe ningún punto de la gráfica de la
función y = e 2x cuya recta tangente sea paralela a la recta dada .

�����������

��� 6L� 3� HV� XQ� SXQWR� FXDOTXLHUD� GH� OD� JUiILFD� GH� \�  � ��[�� SUXHED� TXH� HO� WULiQJXOR

IRUPDGR�SRU�OD�UHFWD�23��OD�WDQJHQWH�D�HVD�JUiILFD�HQ�HO�SXQWR�3�\�HO�HMH�\� ����HV�LVyVFHOHV���2

HV�HO�RULJHQ�GH�FRRUGHQDGDV��

�����������

Un punto P perteneciente esa función será de la forma P ( a, 1/a).
Hallemos la recta que es tangente en P:
y’ = -1/x2, m = y’(a) = -1/a2

la ecuación de la recta tangente es:

y − 1
a = − 1

a2 (x − a) J a2y − a = −x + aJ x + a2y − 2a = 0

La ecuación de OP es :

y−yO
yp−yO = x−xO

xP−xO ;
y−o
1
a −0

= x−0
a−0 J x − a2y = 0

La ecuación del eje de abscisas es y = 0.
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Las tres rectas forman el triángulo OAB, y hay que demostrar que los lados OA y AB
tienen la misma longitud para cualquier valor de a:

OA = d(O, A) = (yA − yO )2 + (xA − xO)2 = ( 1
a )2 + a2 = 1+a4

a2 = 1
a 1 + a4

AB = d(A, B) = (yA − yB )2 + (xA − xB)2 = ( 1
a )2 + a2 = 1+a4

a2 = 1
a 1 + a4

Luego efectivamente es isósceles ya que las longitudes de los lados OA y AB son
iguales para cualquier valor de a perteneciente a su dominio.

�����������

���'DGD�OD�SDUiEROD�GH�HFXDFLyQ�\� �[�����[������VH�FRQVLGHUD�OD�UHFWD�U�TXH�XQH�ORV

SXQWRV�GH�HVD�SDUiEROD�GH�DEVFLVDV�[�� ����[�� ����+DOOD� OD�HFXDFLyQ�GH�OD� UHFWD�WDQJHQWH�D� OD

SDUiEROD�TXH�HV�SDUDOHOD�D�OD�UHFWD�U�

�����������

 Si x =1 ⇒ y =1 - 2 + 5 = 4 ⇒ P1 =(x1,y1 ) =  (1,4).

 Si x = 3 ⇒ y =  9 - 6 + 5 = 8 ⇒ P2 =(x2,y2 ) = (3,8). 

La ecuación de la secante será y = mx + n:

� por pasar por (1, 4) ⇒ 4 = m + n;

� por pasar por (3, 8) ⇒ 8 = 3m + n ⇒ resolviendo el sistema tenemos m = 2, n = 2. 
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La secante es y = 2x + 2 . 

Si la tangente pedida debe ser paralela a la secante, sus pendientes serán iguales;
luego f ‘(x0) = 2, siendo (x0, y0) el punto de tangencia. 

Como f '(x) = 2x - 2 ⇒ 2x0 - 2 = 2 => x0 = 2 ; siendo y0 = f(x0) = f(2) = 22 - 2·2 + 5 = 5

Con esto, la tangente pedida es : y - y 0 = m (x - x 0) ⇒⇒ y - 5 = 2(x - 2) => y = 2x + 1 .

�����������

����+DOOD�ODV�IXQFLRQHV�GHULYDGDV�I�
�[��GH

�D�  f(x) = 20x25 - 45x12 + 122x4 + 11x - 89 

f ’(x) = 20·25x24 -45·12x11+122·4x3+11= 500x24 -540x11+488x3+11

�E� f(x) = 6x3(3 x + senx − x+1
x+3 )

f ’(x) = (6x3) �(3 x + senx − x+1
x+3 ) + 6x3(3 x + senx − x+1

x+3 )� =

= 18x2(3 x + senx − x+1
x+3 ) + 6x3 3

2 x + cos x − x+3−x−1
(x+3)2 =

= 18x2(3 x + senx − x+1
x+3 ) + 6x3 3

2 x + cos x − 2
(x+3)2

�F� f(x) = eln 1
x = 1

x H f�(x) = − 1
x2

�����������
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���¢6RQ�FRUUHFWDV�HVWDV�GHULYDGDV"

�D� >FRV�VHQ�[�@
� ����FRV�[��>VHQ�VHQ�[�@

�E� >HVHQ[�@�� ��FRV[��HVHQ[
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Si llamamos u(x) = senx, cuya derivada es u’(x) = cosx

D� Sí, ya que aplicando la regla de la cadena, la derivada de y = cosu es y’ = - u’senu
que sustituyendo nos da - cosx [sen(senx)].

E� Sí, ya que aplicando la regla de la cadena, la derivada de y = eu es y’ = u’eu que
sustituyendo nos da ( cosx) esenx .

�����������

���8VDQGR�OD�UHJOD�GH�OD�FDGHQD��GHULYD�ODV�IXQFLRQHV�TXH�VH�LQGLFDQ�

�D� VHQ��OQ�[����

�E� >[����FRV�[����@�

�F� sen cos(ex2+1 )

�����������

D� Si u(x) = lnx ⇒ u’(x) = 1/x , y si v(u) = u(x) = u
1
2 H v�(x) = u� � 1

2 u
1
2 −1 = u�

2 u

luego y = senvH y� = v� cosv = u�

2 u cos u = 1/x
2 lnx

cos ln x = 1
2x x cos ln x

E� u = x2
H u� = 2x; v = x4

H v� = 4x3; g = cos vH g � = −v�senv = −4x3senx4

luego y = (u+g)3 H y� = 3(u − g)2(u� − g �) = 3(x2 − cos(x4))2(2x + 4x3senx4)

F� Si u = x2 + 1 H u � = 2x; v = eu
H v� = u�eu; g = cos vH g � = −v�senv; f = g

H f� =
g�

2 g , luego y = senf H y� = f� cosf =
g�

2 g cos g = −v
�
senv

2 cosv cos cos v =

= −u �euseneu

2 coseu cos cos(eu) = −2xex2+1senex2+1

2 cos ex2+1
cos cos(ex2+1 )

�����������

8QLGDG��� ��'HULYDGDV�������������������������������������������������������������������������������������	��

0DWHPiWLFDV�����0F�*UDZ�+LOO



���+DOOD�OD�GHULYDGD�I������GHO�SROLQRPLR�I�[�� ���[�������[��������[������[�����

�����������

Como el polinomio es de grado 25, la derivada primera será de grado 24 ( n-1), la 2ª
de grado 23, la 3ª de grado 22 y a partir de la orden 25 será de grado cero (constante) y
como la derivada de una constante es nula :

f (300) = 0

�����������

��

�D��+DOOD�ODV�WUHV�SULPHUDV�GHULYDGDV�GH��I�[�� � x
�E��(VFULEH�XQD�IyUPXOD�SDUD�OD�GHULYDGD�Q�pVLPD�GH�� �f(x) = x

�����������

a) f(x) = x = x
1
2

f�(x) = 1
2 x

1
2 −1 = 1

2 x− 1
2 = 1

2 �
1
x

f��(x) = 1
2 (− 1

2 )x− 1
2 −1 = − 1

4 x− 3
2 = − 1

4 �
1
x3

f���(x) = − 1
4 (− 3

2 )x− 3
2 −1 = 3

8 x− 5
2 = 3

8 �
1
x5

b)  f(n)(x) = (−1)n−1 1�3�5..(2(n−1)−1)
2n

1
x2n−1

para n>1

�����������

��� +DOOD� OD� HFXDFLyQ� GH� OD� UHFWD� WDQJHQWH� D� OD� HOLSVH� [���� �� \��  � �� HQ� HO� SXQWR� GH

DEVFLVD�[� ���TXH�HVWi�HQ�HO�VHPLSODQR�VXSHULRU��\�≥�����8WLOL]D�GHULYDFLyQ�LPSOtFLWD�

�����������

a =1

f(a) = f(1) =  1 − 1
4 = 3

4 =
3
2 (valor >0)

Para hallar la pendiente hacemos la derivada implícita y después se sustituye la x
por 1 :

1
4 � 2x + 2yy� = 0 J x

2 + 2yy� = 0 J y� = − x
4y Hm = y�(1) = − 1

4
3
2

= −
3
6

La recta tangente a la elipse en x = a = 1 es :

y -f(a) = f ’(a)(x-a) ;y −
3
2 = −

3
6 (x− 1) J 6y − 3 3 = − 3 x+ 3 J 3 x+ 6y − 4 3 = 0

�����������
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