
����5HSUHVHQWD�OD�FXUYD�\� � �FDOFXODQGR�VXV�Pi[LPRV��PtQLPRV�\�SXQWRV�GH�LQIOH[LyQ�2
x2+1

�����������

Para representar una función estudiamos los siguientes apartados :

�    'RPLQLR

Como es una función racional no pertenecen al dominio los valores que anulan el
denominador y x2 + 1 no se anula sólo tiene raíces complejas, luego dominio = 5�5�.

�    $VtQWRWDV 

| Verticales  : No tiene pues no hay ningún valor de x que haga la función  ±∞ .

| Horizontal : ; A.H. en y =0y = lim
xG��

f(x) = lim
xG��

2
x2+1 = 2

� = 0

| Oblicua : No tiene pues tiene horizontal.

�    &RUWHV FRQ ORV HMHV :

� Eje horizontal o de abscisas ( y = f(x) = 0) No corta pues no se anula
� Eje vertical o de ordenadas ( x = 0 ), f(0) = 2, luego es el (0,2).

�    6LPHWUtDV

, luego tiene simetría par, respecto del eje vertical ( OY).f(−x) = 2
(−x)2+1 = 2

x2+1 = f(x)

�    Crecimiento, decrecimiento y máximos y mínimos 

_ Derivada primera f ’(x) = −4x
(x2+1)2

_ La derivada primera se anula para x = 0

_ Los intervalos de signo constante son los x < 0 en donde la derivada primera es >
0 y por tanto la función es creciente y los x > 0 en donde la derivada primera es < 0,
negativa, luego la función decreciente, luego en x = 0 hay un máximo relativo

�    &RQFDYLGDG H�LQIOH[LRQHV

La derivada segunda  es   que se anulaf ”(x) =
−4(x2+1)2−2(x2+1)�2x(−4x)

(x2+1)4 = −4(x2+1)+16x2

(x2+1)3 = 12x2−4
(x2+1)3

para 12x2 - 4 = 0, x = ±1,73. Los intervalos de signo constante son pues :

(-∞, -1,73), en donde f “ > 0 y la función cóncava hacia arriba.
(-1,73 , 1,73) en donde f “ < 0 y la función cóncava hacia abajo.

  (1,73,∞), en donde f “ > 0 y la función cóncava hacia arriba.
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En x = ±1,73 hay sendos puntos de inflexión ya que la segunda derivada cambia de
signo y la función de concavidad.

 �    7DEOD UHVXPHQ

�P.I.��P.I.�f(x)

> 00< 00> 0f “(x)

ÞÞMáxÜÜf(x)

 < 00> 0 f ’(x)

→→00,Α.Η.,Α.Η.> 0P.I.>02,PC> 0 P.I> 0→→00,,ΑΑ..Η.Η.y

+ ∞(1,73 ,+∞)1,73(0 , 1,73)0(-1,73 , 0)-1,73(-∞ ,-1,73)- ∞x

�    5HSUHVHQWDFLyQ

�����������

����5HSUHVHQWD�OD�IXQFLyQ�\� �_[�����[�����_�H�LQGLFD�TXp�SXQWR�QR�HV�GHULYDEOH�

�����������

Es una función a trozos que como hemos dicho en otras ocasiones conviene
representar la parábola y luego trasladar la parte que quede por debajo del eje horizontal (
negativa a la parte superior .

y = x2 - 7x + 10

�    'RPLQLR

Como es una función polinómica de segundo grado, su dominio es 55 , ( - ∞ , +∞)

�    $VtQWRWDV 

| Verticales  : No tiene pues no hay ningún valor de x que haga la función ±∞

| Horizontal : No tiene pues lim
xG��

f(x) = (��)2 = +�
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| Oblicua : Tampoco tiene ya que es de segundo grado.

�    &RUWHV FRQ ORV HMHV :

� Eje horizontal o de abscisas ( y = f(x) = 0)

( 2 , 0) y ( 5, 0)x2 − 7x+ 10 = 0J x =
7� 49−40

2 = 7�3
2 =

 

 
 

5
2

,

� Eje vertical o de ordenadas ( x = 0 )

f(0) = 10, luego es el punto ( 0,10).

�    6LPHWUtDV

No tiene ya que f(-x) = (-x)2 -7(-x) +10 = x2 +7x+10 ≠ ± f(x)

�    Crecimiento, decrecimiento y máximos y mínimos 

_ Derivada primera f ‘(x) = 2x - 7

_ Valores que anulan la derivada primera 2x - 7 = 0 ; x = 7/2 = 3,5

_ Derivada segunda f “(x) = 2 , f “(3,5) = 2 > 0, luego tiene un mínimo en x = 3,5  y f
(3,5) =  - 2,25.

�    &RQFDYLGDG H�LQIOH[LRQHV

Como la derivada segunda f “(x) = 2  > 0 , la función es cóncava hacia arriba en todo
su dominio.
 

�    7DEOD UHVXPHQ 

�f(x)

  ���!��f “(x)

Curvatura y Puntos de inflexión

ÜÜMínÞf(x)

 >  00<  0 f ’(x)

Monotonía y máximos y mínimos

→+∞→+∞> 00,PC< 0-2,25 < 00, PC> 0→+∞→+∞y

+ ∞(5 ,+∞)5(3,5 ,5)3,5(2 ,3,5)2(-∞ , 2)- ∞x
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�    5HSUHVHQWDFLyQ

Si ahora trasladamos la parte negativa por encima del eje horizontal :

vemos que en los puntos de corte con el eje horizontal tiene dos puntos angulosos,
luego no es derivable en x = 2 y en x = 5 ya que las derivadas laterales no son iguales ( se
observa distinto signo en las pendientes de las rectas tangentes a los lados de los dos
puntos de corte.

�����������

����(VER]D�OD�JUiILFD�GH�I�[�� �_FRV[_�

�����������

La función coseno es una función periódica sobradamente conocida, para
representar su valor absoluto la parte negativa de la función ( línea discontinua) la pasamos
por encima del eje horizontal :
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�����������

��� �5HSUHVHQWD� HVTXHPiWLFDPHQWH� OD� JUiILFD�GH� \�  � GHWHUPLQDQGR� SDUD� HOOR� VXV� H[WUHPRVex

x

UHODWLYRV��VL�ORV�WLHQH��LQWHUYDORV�GH�FUHFLPLHQWR�R�GHFUHFLPLHQWR��OtPLWHV��HWF�

�����������

Para representar una función estudiamos los siguientes apartados :

�    'RPLQLR

Como es una función racional no pertenecen al dominio los valores que anulan el
denominador : x = 0,  luego dominio = 5���^�`5���^�` .

�    $VtQWRWDV 

| Verticales  : Comprobamos que para cuando x tiende a 0 la función tiende a ±∞ :

, luego tiene una A.V. en x = 0 lim
xG0−

ex

x = −� y lim
xG0+

ex

x = +�

| Horizontal : ; A.H por la izquierda. en y =0.y = limxG−� f(x) = limxG−�
ex

x = 0

| Oblicua : No tiene pues tiene horizontal.

�    &RUWHV FRQ ORV HMHV :

� Eje horizontal o de abscisas ( y = f(x) = 0), no tiene pues no se anula par ningún
valor de su dominio.

� Eje vertical o de ordenadas ( x = 0 ). No pertenece al dominio

�    6LPHWUtDV

No tiene ya que f(−x) = e−x

−x = − e−x

x � �f(x)
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�    Crecimiento, decrecimiento y máximos y mínimos 

_ Derivada primera f ’(x) = xex−ex

x2 =
ex(x−1)

x2

_ La derivada primera se anula para x - 1 = 0 , x = 1
_ Los intervalos de signo constante los forman la discontinuidad x = 0 y el valor que

anula la derivada primera x = 1: 
( -∞ , 0) en donde la derivada primera es < 0 y por tanto la función es decreciente.
(0,1) en donde la derivada primera también es negativa, luego la función decreciente.
(1,+∞) en donde la derivada primera es positiva, luego la función creciente.

Por tanto tiene un mínimo en x = 1, ya que pasa de ser decreciente a la izquierda a
creciente a la derecha y se anula la primera derivada, f(1) = e.

�    &RQFDYLGDG H�LQIOH[LRQHV

La derivada segunda  es   que tampoco se hace cero para ningúnf ”(x) =
(x2−2x+2)ex

x3

valor, luego los intervalos  de signo constante los forma la discontinuidad x = 0 y son :
( -∞ , 0) en donde la segunda derivada es < 0 y por tanto función cóncava hacia

abajo y (0, +∞) en donde la derivada segunda es positiva  y la función es cóncava hacia
arriba.
 �    7DEOD UHVXPHQ

��f(x)

> 0< 0f “(x)

ÜMínÞÞÞÞf(x)

 > 00< 0<  0 f ’(x)

→→  ++∞..> 0e > 0∞,A.V.< 0→→00,,ΑΑ..Η.Η.y

+ ∞(1 ,+∞)1(0 ,1)0(-∞ , 0)- ∞x

�    5HSUHVHQWDFLyQ

�����������
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(Q�ORV�(MHUFLFLRV�������UHSUHVHQWD�JUiILFDPHQWH�FDGD�SDU�GH�IXQFLRQHV��&RPLHQ]D�UHSUHVHQWDQGR
OD� SULPHUD� H� LQWHQWD� DGLYLQDU�� D� OD� YLVWD� GH� HOOD�� FyPR� VHUi� OD� VHJXQGD�� &RPSUXHED� D� FRQWLQXDFLyQ� WX
FRQMHWXUD�

$QWHV�GH�KDFHU�HVWRV�HMHUFLFLRV�HV�FRQYHQLHQWH�TXH�UHFXHUGHV��XQ�SRFR�GH�WHRUtD

�

���)XQFLRQHV�VLP¹WULFDV�UHVSHFWR�GH�XQ�HMH�YHUWLFDO��

8QD�IXQFLyQ�HV�VLPpWULFD�UHVSHFWR�D�XQ�HMH�[� �D��VL�I�D���K�� �I�D��K�
8Q�FDVR�SDUWLFXODU�HV�OD�VLPHWUtD�UHVSHFWR�GHO�HMH�YHUWLFDO��[� ���HQ�TXH

I��[�� �I�[�

���)XQFLRQHV�VLP¹WULFDV�UHVSHFWR�DO�XQ�SXQWR�3��D�E�

3DUD�TXH�XQD�IXQFLyQ�I�[��WHQJD�DO�SXQWR�3�FRPR�FHQWUR�GH�VLPHWUtD�KD�GH
FXPSOLU�I�D���K����I�D���K�� ��E�

8Q�FDVR�HVSHFLDO�HV�VL�HO�FHQWUR�GH�VLPHWUtD�HV�HO�RULJHQ�2�������HQWRQFHV
I��[�� ���I�[��

���7UDVODFLÂQ�YHUWLFDO

3DUD�WUDVODGDU�XQR�IXQFLyQ�I�[��YHUWLFDOPHQWH��E�XQLGDGHV��KDFHPRV�I�[���
E��VL�E�HV�SRVLWLYR�OD�WUDVODFLyQ�HV�KDFLD�DUULED�\�KDFLD�DEDMR�VL�E�HV�QHJDWLYR�

��7UDVODFLÂQ�KRUL]RQWDO

3DUD� WUDVODGDU� XQD� IXQFLyQ� I�[�� D� XQLGDGHV� D� GHUHFKD� R� L]TXLHUGD� VH
VXVWLWX\H�OD�[�SRU�[�D��HV�GHFLU�I��[���D���VL�D�����OD�WUDVODFLyQ�HV�KDFLD�OD�GHUHFKD�\
KDFLD�OD�L]TXLHUGD�VL�D�!���

���7UDVODFLÂQ�REOLFXD�

&RPSRVLFLyQ�GH�WUDVODFLRQHV�YHUWLFDOHV�\�KRUL]RQWDOHV��I�[�D����E

���&RQWUDFFLÂQ�\�HVWLUDPLHQWR�YHUWLFDOHV

6L�D�XQD�IXQFLyQ�I�[��VH�OH�PXOWLSOLFD�SRU�XQD�FRQVWDQWH�N��OD�IXQFLyQ�NI�[�
VH�HVWLUD�VL�N�!���\�VH�FRQWUDH�R�HQFRJH�YHUWLFDOPHQWH�VL�����N����

���&RQWUDFFLÂQV�\�HVWLUDPLHQWR�KRUL]RQWDOHV

6L�HQ�XQD�IXQFLyQ�I�[��VH�VXVWLWX\H�OD�YDULDEOH�[�SRU�N[��OD�IXQFLyQ�I�N[��VH
HVWLUD�VL�����N�����\�VH�FRQWUDH�R�HQFRJH�KRUL]RQWDOPHQWH�VL�N�!��

���)XQFLÂQ�RSXHVWD

6L� D� XQD� IXQFLyQ� VH� OH� FDPELD� GH� VLJQR� HTXLYDOH� D� XQ� JLUR� GH� ����
DOUHGHGRU�GHO�HMH�KRUL]RQWDO��

���D��I�[�� � E��I�[�� �x+2
3x−3

x−2
3x+3

�����������

D��I�[�� � x+2
3x−3
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�    'RPLQLR

Como es una función racional no pertenecen al dominio los valores que anulan el
denominador : 3x - 3 = 0, x = 3/3 =1, luego dominio = 5���^�`5���^�` .

�    $VtQWRWDV 

| Verticales  : Comprobamos que para cuando x tiende a 1 la función tiende a ±∞ :

, luego tiene una A.V. en x = 1 lim
xG1−

x+2
3x−3 = −� y lim

xG1+

x+2
3x−3 = +�

| Horizontal : ; A.H en y = 1/3.y = lim
xG��

f(x) = lim
xG��

x+2
3x−3 = 1

3

| Oblicua : No tiene pues tiene horizontal.

�    &RUWHV FRQ ORV HMHV :

� Eje horizontal o de abscisas ( y = f(x) = 0), x + 2 = 0, x = -2 , punto ( -2, 0) .

� Eje vertical o de ordenadas ( x = 0 ). f(0) = - 2/3, punto ( 0, -2/3)

�    6LPHWUtDV

No tiene ya que f(−x) = −x+2
3(−x)−3 = −x+2

−3x−3 � �f(x)

�    Crecimiento, decrecimiento y máximos y mínimos 

_ Derivada primera f ’(x) =
3x−3−3(x+2)

(3x−3)2 = −9
(3x−3)2

_ La derivada primera no se anula para ningún valor ya que - 9≠ 0
_ Los intervalos de signo constante lo forma la discontinuidad x = 1:

 
( -∞ , 1) en donde la derivada primera es < 0 y por tanto la función es decreciente.

(1,+∞) en donde la derivada primera es negativa, luego la función decreciente.

Por tanto no tiene máximos ni mínimos. 

�    &RQFDYLGDG H�LQIOH[LRQHV

La derivada segunda  es   que tampoco se hace cero para ningún valor,f ”(x) = 64
(3x−3)3

luego los intervalos  de signo constante los forma la discontinuidad x = 1 y son :
( -∞ , 1) en donde la segunda derivada es < 0 y por tanto función cóncava hacia

abajo y (1, +∞) en donde la derivada segunda es positiva  y la función es cóncava hacia
arriba.
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 �    7DEOD UHVXPHQ

��f(x)

> 0< 0f “(x)

Curvatura y puntos de inflexión

ÞÞÞÞf(x)

 < 0<  0 f ’(x)

Monotonía y máximos y mínimos

→→ 1/3, ΑΗ 1/3, ΑΗ> 0∞, AV> 0-2/3 PC < 00, P.C.> 0→→1/31/3,,ΑΑ..ΗΗy

+ ∞(1 ,+∞)1(0 ,1) 0(-2 ,0 )-2(-∞ , -2)- ∞x

�    5HSUHVHQWDFLyQ

E��I�[�� � x−2
3x+3

Como , las dos funciones son simétricasf(−x) = −x−2
−3x+3 = x+2

3x−3 = función del apartado a)
entre sí respecto del eje vertical, luego para representar esta nueva función sólo hay que
“doblar el papel” respecto del eje vertical y cambiar de lado las dos ramas y tendremos la
representación de la nueva función :
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�����������

���D��I�[�� � E��I�[�� �3
x2+2

6
x2+3

�����������

D��I�[�� � 3
x2+2

�    'RPLQLR

Como es una función racional no pertenecen al dominio los valores que anulan el
denominador y como x2 + 2 no se anula, sólo tiene raíces complejas, el dominio = 5�5�.

�    $VtQWRWDV 

| Verticales  : No tiene pues no hay ningún valor de x que haga la función  ±∞ .

| Horizontal : ; A.H. en y =0y = lim
xG��

f(x) = lim
xG��

3
x2+2 = 3

� = 0

| Oblicua : No tiene pues tiene horizontal.

�    &RUWHV FRQ ORV HMHV :

� Eje horizontal o de abscisas ( y = f(x) = 0) No corta pues no se anula
� Eje vertical o de ordenadas ( x = 0 ), f(0) = 3/2, luego es el (0,3/2).

�    6LPHWUtDV

, luego tiene simetría par, respecto del eje vertical ( OY).f(−x) = 3
(−x)2+2 = 3

x2+2 = f(x)
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�    Crecimiento, decrecimiento y máximos y mínimos 

_ Derivada primera f ’(x) = −6x
(x2+2)2

_ La derivada primera se anula para x = 0

_ Los intervalos de signo constante son los x < 0 en donde la derivada primera es >
0 y por tanto la función es creciente y los x > 0 en donde la derivada primera es < 0,
negativa, luego la función decreciente, luego en x = 0 hay un máximo relativo

�    &RQFDYLGDG H�LQIOH[LRQHV

La derivada segunda  es   que sef ”(x) =
−6(x2+2)2−2(x2+2)�2x(−6x)

(x2+2)4 = −6(x2+2)+24x2

(x2+2)3 = 18x2−12
(x2+2)3

anula para 18x2 - 12 = 0, x = ± 2/3. Los intervalos de signo constante son pues :

(-∞, - 2/3), en donde f “ > 0 y la función cóncava hacia arriba.
(- 2/3 , 2/3) en donde f “ < 0 y la función cóncava hacia abajo.

  ( 2/3,+∞), en donde f “ > 0 y la función cóncava hacia arriba.

En x = ± 2/3 hay sendos puntos de inflexión ya que la segunda derivada cambia de
signo y la función de concavidad.

 �    7DEOD UHVXPHQ

�P.I.��P.I.�f(x)

> 00< 00> 0f “(x)

ÞÞMáxÜÜf(x)

 < 00> 0 f ’(x)

→→00,Α.Η.,Α.Η.> 0P.I.>03/2,PC> 0 P.I> 0→→00,,ΑΑ..Η.Η.y

+ ∞(2/3 ,+∞)2/3(0 , 2/3)0(-2/3 , 0)-2/3(-∞ ,-2/3)- ∞x

�    5HSUHVHQWDFLyQ

E��I�[�� � 6
x2+3
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Es de la misma forma pero cambia la posición del máximo, la asíntota horizontal que
suben hacia arriba:

�����������

���D��I�[�� �[�����[��� E��I�[�� ��[���[���

�����������

D��I�[�� �[�����[��

�    'RPLQLR

Como es una función polinómica el dominio es  5�5�.

�    $VtQWRWDV 

| Verticales  : No tiene pues al ser polinómica no hay ningún valor de x que haga
tender la función tiende a ±∞ :

| Horizontal : No tiene ya que  y = lim
xG��

f(x) = lim
xG��

− 3(��)5 = ��

| Oblicua : No tiene pues es polinómica de grado 5.

�    &RUWHV FRQ ORV HMHV :

� Eje horizontal o de abscisas ( y = f(x) = 0), ,x3(5 − 3x2) = 0
 

 
 
 

 

x = 0

5 − 3x2 = 0H x = �
5
3

puntos ( 0, 0), ( -1,29, 0), (1,29, 0) .

� Eje vertical o de ordenadas ( x = 0 ). f(0) = 0, punto ( 0, 0)

�    6LPHWUtDV

Impar, respecto al origen ya que f(−x) = (−x)3(5 − 3(−x)2) = −x3(5 − 3x2) = −f(x)

�    Crecimiento, decrecimiento y máximos y mínimos 
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_ Derivada primera f ’(x) =15x2 − 15x4

_ La derivada primera se anula para 15x2(1 − x2) = 0
 

 
 

x = 0
1 − x2 = 0J x = �1

_ Los intervalos de signo constante son : 
 

( -∞ , -1) en donde la derivada primera es < 0 y por tanto la función es decreciente.
(-1, 0 )  en el cual la derivada primera es positiva y la función creciente.
(0, 1) en el cual la derivada primera es positiva y la función creciente.
(1,+∞) en donde la derivada primera es negativa, luego la función decreciente.
Por tanto tiene :
Un mínimo en x = -1, f(-1) = (-1)3(5 - 3(-1)2) = -1(5 - 3 ) = - 2 , punto (-1, -2). 
Un máximo en x = 1, f(1) = 13( 5 - 3·12) = 2, punto ( 1, 2).

�    &RQFDYLGDG H�LQIOH[LRQHV

La derivada segunda  es   que se hace cero para:f ”(x) = 30x - 60x3

30x(1 − 2x2) = 0H
 

 
 

x = 0

1 − 2x2 = 0J x = �
2
2

luego los intervalos  de signo constante  son :

( -∞ , - 0.71) en donde la segunda derivada es > 0 y por tanto función cóncava hacia
arriba.

(-0,71, 0) en donde la derivada segunda es negativa y la función cóncava hacia
abajo.

(0, 0,71 ) en donde la segunda derivada es > 0 y por tanto función cóncava hacia
arriba.

(0,71, +∞) en donde la derivada segunda es negativa y la función cóncava hacia
abajo.

Y, por tanto, tiene tres puntos de inflexión : en x = -0,71, en x = 0 y en x = 0,71.

�    5HSUHVHQWDFLyQ
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E��I�[�� ��[���[���

Esta función se puede obtener a partir de la anterior mediante las siguientes
transformaciones :

Cambio de signo : y = -x3( 5 - 3x2) = 3x5 - 5x3 lo que supone un giro de 180º en torno
al eje horizontal.

Sumando uno a la función f(x) = 3x5 - 5x3 + 1, lo que significa un desplazamiento
vertical hacia arriba de una unidad.

Luego la representación es :

�����������

�����D�� �E��f(x) = 2x
x2+1

f(x) = − 3x
4x2+16

�����������

�D��f(x) = 2x
x2+1

�    'RPLQLR

Como es una función racional no pertenecen al dominio los valores que anulan el
denominador y como x2 + 1 no se anula, sólo tiene raíces complejas, el dominio = 55����pero
además es irracional luego el dominio también son los valores que hacen el radicando
positivo o nulo,  x2 + 1 ≥ 0 luego el dominio = 55  .

�    $VtQWRWDV 

| Verticales  : No tiene pues no hay ningún valor de x que haga la función  ±∞ , ya
que x2 + 1 ≥ 0.
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| Horizontal : ; A.H. en y = ±2 y = lim
xG��

f(x) = lim
xG��

2x
x2+1

= 2
1 = �2

| Oblicua : No tiene pues tiene horizontal.

�    &RUWHV FRQ ORV HMHV :

� Eje horizontal o de abscisas ( y = f(x) = 0) x = 0 corta en el origen (0,0).
� Eje vertical o de ordenadas ( x = 0 ), f(0) = 0, luego es el (0,0).

�    6LPHWUtDV

, luego tiene simetría impar, respecto del origen.f(−x) =
2(−x)

(−x)2+1
= − 2x

(−x)2+1
= −f(x)

�    Crecimiento, decrecimiento y máximos y mínimos 

_ Derivada primera f ’(x) =
2 x2+1 −2x 2x

2 x2+1

x2+1
2 = 2x2+2−2x2

(x2+1) x2+1
= 2

(x2+1) x2+1

_ La derivada primera no se anula para ningún valor

_ La función es siempre creciente o decreciente para saberlo damos un valor a la
derivada primera  f ‘(0) = 2 > 0, luego la función creciente en O.

�    &RQFDYLGDG H�LQIOH[LRQHV

La derivada segunda  es   que se anula para -6x3 - 6x = 0, x = 0.f ”(x) = −6x3−6x

(x2+1)3 x2+1

Los intervalos de signo constante son pues :

(-∞, 0), en donde f “ > 0 y la función cóncava hacia arriba.

 ( 0,+∞), en donde f “ < 0 y la función cóncava hacia abajo.

En x = 0 hay un punto de inflexión ya que la segunda derivada cambia de signo y la
función de concavidad.

 �    7DEOD UHVXPHQ

�P.I.�f(x)

<  0= 0> 0f “(x)

ÜÜf(x)

 > 0 f ’(x)

→→11,Α.Η.,Α.Η.> 00,PC< 0→→  −1−1,,ΑΑ..Η.Η.y

+ ∞(0 ,+∞)0(-∞ , 0)- ∞x
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�    5HSUHVHQWDFLyQ

�E��f(x) = − 3x
4x2+16

Tiene la misma forma pero contraída respecto del eje vertical

�����������

��
�D��I�[�� �_�[������[�����_ �E��I�[�� �_�[�������[������_

�����������

�D��I�[�� �_�[������[�����_

Representamos primero la función sin valor absoluto g(x) = (x2 - 1) ( x2 -4) = x4 - 5x2 +
4.

�    'RPLQLR

Como es una función polinómica el dominio es  5�5�.

�    $VtQWRWDV 

| Verticales  : No tiene pues al ser polinómica no hay ningún valor de x que haga
tender la función tiende a ±∞ :
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| Horizontal : No tiene ya que  y = lim
xG��

g(x) = lim
xG��

(��)4 = +�

| Oblicua : No tiene pues es polinómica de grado 4.

�    &RUWHV FRQ ORV HMHV :
� Eje horizontal o de abscisas ( y = g(x) = 0):

, puntos ( -2, 0), ( -1, 0), (1, 0) y (2, 0)x4 − 5x2 + 4 = 0; x2 =
5� 25−16

2 = 5�3
2

 

 
 

x2 = 2
2 = 1J x = �1

x2 = 8
2 = 4J x = �2

.
� Eje vertical o de ordenadas ( x = 0 ). g(0) = 0, punto ( 0, 4)

�    6LPHWUtDV

Par, simétrica respecto del eje vertical, ya que :

g(−x) = (−x)4 − 5(−x)2 + 4 = x4 − 5x2 + 4 = g(x)

�    Crecimiento, decrecimiento y máximos y mínimos 

_ Derivada primera g ’(x) =4x3 − 10x

_ La derivada primera se anula para 4x3 − 10x = 0
 

 
 
 

 

x = 0

4x2 − 10 = 0J x = �
5
2 M �1, 58

_ Los intervalos de signo constante son : 
 

( -∞ , -1,58) en donde la derivada primera es < 0 y por tanto la función es
decreciente.

(-1,58, 0 )  en el cual la derivada primera es positiva y la función creciente.
(0, 1,58) en el cual la derivada primera es negativa y la función decreciente.
(1,58,+∞) en donde la derivada primera es positiva, luego la función creciente.

Por tanto tiene :

Dos mínimos en x = -1,58, y x = 1,58. 
Un máximo en x = 0 .

�    &RQFDYLGDG H�LQIOH[LRQHV

La derivada segunda  es  , que se hace cero para:g ”(x) = 12x2 - 10

12x2 − 10 = 0H x = �
5
6 M �0, 91

luego los intervalos  de signo constante  son :

( -∞ , - 0.91) en donde la segunda derivada es > 0 y por tanto función cóncava hacia
arriba.
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(-0,91, 0,91) en donde la derivada segunda es negativa y la función cóncava hacia
abajo.

(0,91, +∞) en donde la derivada segunda es positiva y la función cóncava hacia
arriba.

Y, por tanto, tiene dos puntos de inflexión : en x = - 0,91y en x = 0,91.

�    5HSUHVHQWDFLyQ

Ahora, para trasladar la misma función con valor absoluto, trasladamos los intervalos
que estén por debajo del eje horizontal a por encima del eje horizontal :

�E��I�[�� �_�[�������[������_

Esta función tiene la misma forma que la anterior pero expandida según ambos ejes:
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�����������

��� � 8Q� Q~PHUR� PiV� HO� FXDGUDGR� GH� RWUR� Q~PHUR� VXPDQ� ��� �&yPR� GHEHQ� HOHJLUVH� HVRV
Q~PHURV�SDUD�TXH�VX�SURGXFWR�VHD�Pi[LPR"

�����������

Primer número = x.
Segundo número = y

Función a optimizar = Producto de los dos números = P(x,y) = x ·y 

Como tiene dos variables necesitamos una ecuación de condición : 

Suma del segundo y el cuadrado del primero = 48 : y + x2 = 48.
Si despejamos de esta última ecuación la variable y, y la sustituimos en la primera

tenemos una función de x que puede ser optimizada por el procedimiento usual :

y = 48 - x2 ⇒ P(x) = x ( 48 - x2 ) = 48x - x3, luego P ‘(x ) = 48 - 3x2, que igualamos a
cero:

48 − 3x2 = 0J x = �
48
3 = � 16 = �4

Para comprobar cuál es el máximo usamos el criterio de la derivada segunda :

P “(x) = -6x , luego P “(-4) = -6(-4) = 24 > 0, mínimo y P”(4) = -24 < 0, máximo, luego los
números son :

x = 4, y = 48 - 4 2 = 48 -16 = 32  

�����������
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��� �(Q� TXp� SXQWR� SUHVHQWD� XQ� Pi[LPR� DEVROXWR� OD� IXQFLyQ� I�[��  � �_[_"�'LFKR� SXQWR�� �HV
Pi[LPR�UHODWLYR"�-XVWLILFD�UHVSXHVWD�

�����������

Puede apreciarse en la figura que para x = 0 tiene un máximo absoluto pues para
todo valor de x el valor de la función alcanza un valor menor que f(0) = 0.

�����������

���'HVHDPRV�XQLU�HO�SXQWR�$��������GHO�SODQR�FDUWHVLDQR�FRQ�HO�SXQWR�%���������PHGLDQWH�GRV
FDEOHV�UHFWRV��XQR�TXH�YD\D�GH�$�D�DOJ~Q�SXQWR�3�GHO�HMH�[�\�RWUR�GH�3�KDVWD�%��(O�FDEOH�$3�FXHVWD
������SWDV��P�\�HO�FDEOH�3%�FXHVWD�������SWDV�

�4Xp�SXQWR�3�KD\�TXH�HOHJLU�SDUD�TXH�OD�FRQH[LyQ�GH�$�FRQ�%�VHD�OR�PiV�EDUDWD�SRVLEOH"

�����������

La función a optimizar ( minimizar en este caso ) es el coste del cable:

C(x) = 1000 36 + x2 + 3000(8 − x)

Para optimizarla seguimos los pasos habituales :
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Hallar la derivada primera :

C�(x) = 2000x
2 36+x2 − 3000 = 1000x

36+x2 − 3000

Igualar a cero :

1000x
36+x2 − 3000 = 0J 1000x = 3000 36 + x2

J x = 3 36 + x2
J x2 = 9(36 + x2)J 324 = −8x2

Como la ecuación no tiene solución no existe el mínimo relativo, el punto P debería
ser el x = 8, es decir  cable AP = 36 + 82 = 10 m y cable PB = 0 m ;coste= 10 000 pts.

�����������

����5HSLWH�HO�SUREOHPD�DQWHULRU��VXSRQLHQGR�DKRUD�TXH�HO�FDEOH�$3�FXHVWD�������SWDV��P�\�HO
FDEOH�3%�FXHVWD�������SWDV��P���6H�REWLHQH�OD�PLVPD�VROXFLyQ"

�����������

La función a optimizar ( minimizar en este caso ) es el coste del cable:

C(x) = 3000 36 + x2 + 1000(8 − x)

Para optimizarla seguimos los pasos habituales :

Hallar la derivada primera :

C�(x) = 3000x
36+x2 − 1000

Igualar a cero :

3000x
36+x2 − 1000 = 0J 3000x = 1000 36 + x2

J 3x = 36 + x2
J 9x2 = 36 + x2

J 36 = 8x2

x = �
36
8 = �

3
2

Ahora la distancia a la cual es mínimo el coste es x� �3/ 2 m

�����������

(Q�ORV�(MHUFLFLRV�������FDOFXOD�HO�OtPLWH�TXH�VH�HVSHFLILFD�

����lim
xG0

(2−x)ex−(2+x)
x2

�����������

, aplicamos la regla de L’Hopital, derivando ellim
xG0

(2−x)ex−(2+x)
x2 = (2−0)e0−(2+0)

02 = 0
0 Indeterminado

numerador y el denominador :
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, derivamos de nuevo :lim
xG0

(2−x)ex−(2+x)
x2 = lim

xG0

−ex+(2−x)ex−1
2x = lim

xG0

(1−x)ex−1
2x = (1−0)e0−1

0 = 0
0 Indeterminado

lim
xG0

−ex+(1−x)ex

2 = lim
xG0

−xex

2 = 0
2 = 0

�����������

�� �lim
xG0

1−cosx
x

�����������

lim
xG0

1−cosx
x = 1−cos0

0 = 1−1
0 = 0

0 Indeterminado = [L �Hopital ] = lim
xG0

senx
1 = sen0

1 = 0
1 = 0

�����������

�� lim
xG0

1
ln(1+x) − 1

x

�����������

, aplicamos la regla de L’Hopital, después delim
xG0

1
ln(1+x) − 1

x = 1
ln1 − 1

0 =�−� Indeterminado
realizar la resta :

, volvemos a derivar :lim
xG0

x−ln(1+x)
xln(1+x) = lim

xG0

1− 1
1+x

ln(1+x)+ x
1+x

= 1−1
0+0 = 0

0 Indeterminado

lim
xG0

1

(1+x)2

1
1+x + 1+x−x

(1+x)2
=

1

(1+0)2

1
1+0 + 1

(1+0)2
= 1

1+1 = 1
2

�����������

�� lim
xG1

x
lnx − 1

sen(x−1)

�����������

Indeterminado, hacemos la diferencia ylim
xG1

x
lnx − 1

sen(x−1) = 1
ln1 − 1

sen(1−1) = 1
0 − 1

0 =�−�
después derivamos :

, ind, volvemos alim
xG1

xsen(x−1)−lnx
lnx�sen(x−1) = lim

xG1

sen(x−1)+xcos(x−1)− 1
x

sen(x−1)
x +lnx�cos(x−1)

=
sen(1−1)+1�cos(1−1)− 1

1
sen(1−1)

1 +ln1�cos(1−1)
= sen0+cos0−1

sen0+0 = 1−1
0 = 0

0

derivar :

lim
xG1

cos(x−1)+cos(x−1)−xsen(x−1)+ 1
x2

xcos(x−1)−sen(x−1)
x2 +

cos(x−1)
x −lnx�sen(x−1)

= 2cos0−sen0+1
cos 0−sen0

1 + cos 0
1 −0

= 2−0+1
1+1 = 3

2

�����������
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�� limxG+� x ( x+ a − x )

�����������

, indeterminadolimxG+� x ( x+ a − x ) =�(�−�)

limxG+� x ( x+ a − x ) =
multiplicamos

y dividimos por conjugado
= limxG+�

x ( x+a − x )( x+a + x )
( x+a + x ) =

= limxG+�

x (x+a−x)
( x+a + x ) = limxG+�

a x

x+a + x = limxG+�

a x / x

x+a
x +

x

x

= limxG+�
a

1+ a
x +1

= a

1+ a
� +1

= a
2

�����������

�� lim
xG0

1+tgx
1+senx

1
senx

�����������

lim
xG0

1+tgx
1+senx

1
senx

= 1+tg0
1+sen0

1
sen0 = 1� Ind.

Aplicamos logaritmos y después la regla de L’Hopital las veces que sean necesarias:

Si L= lim
xG0

1+tgx
1+senx

1
senx

H ln L = ln lim
xG0

1+tgx
1+senx

1
senx

= lim
xG0

ln
1+tgx

1+senx

1
senx

= lim
xG0

1
senx ln

1+tgx
1+senx =

 podemos aplicar L’Hopital :=� � ln 1 = � � 0 Ind. H lim
xG0

ln
1+tgx

1+senx
senx = 0

0 Ind.

lim
xG0

ln
1+tgx

1+senx
senx = lim

xG0

(sec2x(1+senx)−cos x(1+tgx))/(1+senx)2

1+tgx
1+senx
cosx =

(sec20(1+sen0)−cos 0(1+tg0))/(1+sen0)2
1+tg0

1+sen0

cos 0 =

, luego L ==
(1(1+0)−1(1+0))/(1+0)2

1+0
1+0
1 =

0
1
1
1 = 0 lim

xG0

1+tgx
1+senx

1
senx

= e0 = 1

�����������

�� limxG+�
(ex + x3)

1
x

, aplicamos logaritmos y despuéslimxG+�
(ex + x3)

1
x = (e+� +�3 )

1
� =�0 Indeterminado

L’Hopital :

Si L= limxG+�
(ex + x3)

1
x
H ln L = ln limxG+�

(ex + x3 )
1
x = limxG+�

ln(ex + x3)
1
x =
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= limxG+�
ln(ex+x3 )

x = �

� H ln L = limxG+�
ln(ex+x3 )

x = limxG+�

(ex+3x2 )/(ex+x3)
1 = limxG+�

ex+3x2

ex+x3 = �

� Ind

Derivamos de nuevo :

ln L = lim
xG+�

ex+6x
ex+3x2 = [ �� ,derivando] = lim

xG+�
ex+6
ex+6x = [ �� ,derivando] = lim

xG+�
ex

ex+6 = �

� Ind

Derivando por última vez :

ln L = limxG+�
ex

ex = limxG+�1 = 1H L = limxG+�
(ex + x3)

1
x = e1 = e

�����������

���6H�VDEH�TXH�OD�JUiILFD�GH�XQD�IXQFLyQ�I�SDVD�SRU�HO�SXQWR��������\�TXH�I
���� ����6H�FRQRFH
WDPELpQ�TXH�VX�GHULYDGD�VHJXQGD�HV�OD�IXQFLyQ�J�[�� ����&DOFXOD�UD]RQDGDPHQWH�OD�IXQFLyQ�I�

�����������

Si la derivada segunda g(x) = 2, es una constante es por que su derivada primera es una
función lineal de primer grado y la función inicial de segundo grado es decir :

f(x) = ax2 +bx + c ⇒ f ‘(x) = 2ax+ b ⇒ f “(x) = 2a

Tenemos que hallar los tres coeficientes a, b y c, necesitamos al menos tres
ecuaciones :

 (3) a = 2/2 = 1 y sustituyendo en la ecuación

 

 
 
 

 

P(1, 1)H f(1) = 1J a + b + c = 1 (1)
f�(1) = 2J 2a + b = 2 (2)
f”(x) = 2a = g(x) = 2 (3)

 

 
 
 

 
de

(2) 2·1+b = 2; b = 2 - 2 = 0 y por último de la primera despejamos el valor de c = 1 - a - b =
1 - 1 - 0 = 0. La función es, por tanto :

f(x) = x 2

�����������

���'HWHUPLQD�XQ�SROLQRPLR�GHO�PHQRU�JUDGR�SRVLEOH�TXH�WLHQH�HQ����������XQ�Pi[LPR�UHODWLYR�\
HQ���������XQ�PtQLPR�UHODWLYR�

�����������

Al tener un máximo y un mínimo la derivada primera ha de ser ( como mínimo ) de
segundo grado ( dos soluciones) y por lo tanto la función es de tercer grado :
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f(x) = ax3 + bx2 +cx + d ⇒ f ‘(x) = 3ax2 + 2bx + c ⇒ f ”(x) = 6ax + 2b

Como tenemos cuatro incógnitas, a, b , c y d, necesitamos, al menos, cuatro
ecuaciones :

 resolvemos el sistema por el

 

 

 
 

 

(−1, 15)J f(−1) = 15J −a + b − c + d = 15
(2, 12)J f(2) = 12 J 8a + 4b + 2c + d = 12

Máximo en x = -1 H f�(−1) = 0J 3a − 2b + c = 0
Mĺnimo en x =2 H f�(2) = 0J 12a + 4b + c = 0

 

 

 
 

 

método de Gauss :

−1 1 −1 1 | 15
8 4 2 1 | 12
3 −2 1 0 | 0

12 4 1 0 | 0

F2 − F1

W

−1 1 −1 1 | 15
9 3 3 0 | −3
3 −2 1 0 | 0

12 4 1 0 | 0

W

F3 I F2

−1 1 −1 1 | 15
3 −2 1 0 | 0
9 3 3 0 | −3

12 4 1 0 | 0

W

F3 − 3F2

F4 − F2

, de la (2)

−1 1 −1 1 | 15
3 −2 1 0 | 0
0 9 0 0 | −3
9 6 0 0 | 0

H

 

 

 
 

 

 

 

−a +b −c +d = 15
3a −2b +c = 0

9b = −3
9a +6b = 0

de la (3) b = - 1
3 , de la (4) a = 2

9

despejamos c = -3a + 2b = -2/3 - 2/3 = - 4/3 y por último de la (1) despejamos d = 15 + a - b
+ c = 15 + 2/9 + 1/3 - 4/3 = 128/9.

El polinomio buscado es :
P(x) = 2

9 x3 − 1
3 x2 − 4

3 x+ 128
9
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f(x) = ax3 + bx2 +cx + d ⇒ f ‘(x) = 3ax2 + 2bx + c ⇒ f ”(x) = 6ax + 2b

Como tenemos cuatro incógnitas, a, b , c y d, necesitamos, al menos, cuatro
ecuaciones :

 resolvemos el sistema :

 

 

 
 

 

f(0) = 4 J d = 4
f(2) = 0J 8a + 4b + 2c + d = 0

Máximo en x = 0H f�(0) = 0J c = 0
Mĺnimo en x =2 H f�(2) = 0J 12a + 4b + c = 0
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como d = 4 y c = 0, sustituyendo en las otras dos nos queda el sistema de dos ecuaciones
con dos incógnitas :

 

 
 

8a +4b = −4
12a +4b = 0

J
 

 
 

2a +b = −1
3a +b = 0

W

E2 − E1

 

 
 

2a +b = −1
a = 1

H b = −1 − 2a = −3

La función es : f(x) = x3 -3x2 +4.
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