Unidad 5 7 Limrres DE FUNCIONES - CONTINUIDAD L 1

PARA EMPEZAR REX RESUELYVE

Vision grafica de los imites

Describe las siguientes ramas:

a)

Como a medida que aumenta x, la funcion se

acerca cada vez mas a 3 por valores
menores:

lim f(x) =3~

X—0

Por mucho que crezca x no tiende a un valor
determinado, oscila por encima y por debajo
de 3:

lim f(x) = No existe.
X—0

A medida que x crece, la funcion se acerca
mas a 3:
lim f(x)=3

X—

d)
Cuanto mayor sea x, mas grande es valor de
la funcidn:
\\ lim f(x) = +o0
X—»00
—
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Unidad 5 7 Limrres DE FUNCIONES - CONTINUIDAD g 2

e)

T A medida que crece la x, la funcion se hace
/ menor, luego :

/| lim f(x) = —oo

X—0

f)

Como al tender x a - «, la funcidn se hace
cada vez mas grande:
lim f(x) =+

X—>—00

g9)

/—\\ Como al tender x a - o, la funcidon se acerca
cadavezmas a - 2;
_/ I\ imfeo=-2
X—>—0

h)

® Al acercarnos a — 1 por la izquierda, la
funcidén se hace cada vez mayor, es decir el
limite cuando x tiende a — 1 por la izquierda
es+ow: lim f(x)=+w

x—>-1" .
@ Al acercarnos a — 1 por la derecha, la _/

funcion se hace cada vez menor, es decir el
limite cuando x tiende a — 1 por la derecha es

-0 lim f(x)=—0. (2)i

x——1" 1
i)

@® Al acercarnos a 1 por la izquierda, la funcién se
acerca cada vez mas a 5, es decir el limite cuando x
tiende a 1 por la izquierda es 5 : Iirr1| f(x)=5.

x—>1"

@ Al acercarnos a 1 por la derecha, la funcion se
acerca cada vez mas a 2, es decir el limite cuando x

tiende a 1 por la derecha es 2 : Iirr11+ f(x)=2.
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)

@® Al acercarnos a 2 por la izquierda, la
funcidn se acerca cada vez mas a -2, es decir
el limite cuando x tiende a 2 por la izquierda
es-2: lim f(x)=-2.

X—2"

@ Al acercarnos a 2 por la derecha, la funcién \

se acerca cada vez mas a -2, es decir el limite

cuando x tiende a 2 por la derecha es -2 :
lim f(x)=-2

x—2*

Como los limites laterales son iguales:
lim f(x)=-2

X—>2

}

EJERCICIOS PROPUESTOS ( PAG 131)

D Siu(x) =2,y Vv (x) = -3 cuando x —> + o0, calcula el limite cuando x — + o0 de:

AsieldpleQaieiolk
a) lim (u(x)+v(x))_ lim u(x)+ lim v(x)=2-3=-1.
X —>+ X—>+00 X—> 400
lim v(x)
b) lim V(X) X—.>+oo :__3.
x—>+oU(X)  lim u(x) 2
X—>+0
lim u(x)
€) lim5'* =5-+ " =5%=25

X—>+0o0

d) lim \/v(x)=_[lim v(x) =v-3 no existe.

X—>+00 X—>+00

e) lim (u(x)v(x))= lim u(x)- lim v(x)=2-(-3)=-6.

X —>+00 X —>+00 X —>+00

f) lim %/u(x):%/ lim u(x) =32

X—>+0

@ Siu(x)—>-1yv(x)—>0 cuando x — + oo calcula el limite cuando x —> + oo de:

a) lim (u(x) v(x))_ I|m u(x)— lim v(x)=-1+0=-1.

b) Iim (v(x)—u(x))= lim v(x)- lim u(x)=0-(-1)=

X—>+00 X—>+00 X—+00
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lim v(x)
c) lim V(X) — X—.>+oo =£=0
x—+oU(X)  lim u(x) -1
X—>+00

d) lim log, v(x)=log, lim v(x)=log,0=1.
X —>+00 X—>—+00

e) lim (u(x)-v(x)): lim u(x)- lim v(x)=-10=0.

X—>+00 X—>+00 X—>+00

f) lim ux) =3/ lim ux)=%-1=-1.

X—> 400 X —>+00

EJERCICIOS PROPUESTOS ( PAG 132)

@. Indica cuéles de las siguientes expresiones son 1infinitos (+o0) cuando x — + oo:

sheste ke Rt ORpIBI kK
a) lim (38x5 —Vx+1)= lim 3x5 = 4o
X —>+00 X —>+00
. 1
b) lim 05*=05""=—=0.
X—>+00 o0
e) lim -15* =-15" = —w.
X—>+00
d) lim log,x=Io lim x=log,+ w0 =+x.
2 2 2
X—>+00 X—>+00
. 1 1
e) lim =—=0.
x—>+oox3+1 + o
f) lim &:\/ lim X =+/+ 0 = +o0.
X—>+00 X—>+00
g) lim 4*=4" =+w0.
X —>+00
. _ _ 1
h) Im 4%=4""=_"_-0.
X—>+00 + o0
i) lim —4%X =4 —
X—>+00
sesteskeSpaROISR TRk

@. @) Ordena los 6rdenes de estos infinitos:

a) El orden de los limites que dan infinito esta relacionado con la rapidez con que crece ( o
decrece si es menos infinito) la funcion al crecer la variable independiente x, luego (ademas de
consultar el orden en el libro) podemos hacer una tabla comparativa para distintos valores de x:
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10 20 30
Logox | 3,3219281... 4,321921... 4,9068906...
Jx 3,1622777... 4,472136... 5,4772256...
N 100 400 900
3x° 300 000 9 600 000 72 900 000
1,5% 57,665039 3325,2567 191751,06
4* 1 048 576 1,09 -10" 1,15:10™°

Podemos ver la velocidad de crecimiento hallando los incrementos al pasar de un valor
de x a otro y tenemos el orden:

45> 155> 3x°> x2> /x> logx

b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:

. log, x ,

lim 292X _g ya el denominador es de orden mayor que el numerador.
X—>+0 4/ X

5

: X :

lim 25— = lim 3x% =+w
X—>+00 X2 X—>+00

. AlX :

lim ——— =0 ya el denominador es de orden mayor que el numerador.
x—>+0 1 5%

@ Si, cuando x = +o0 flx) = +00, g(x) =>4, h (x) > -, u (x) = 0, asigna, siempre que puedas, limite

cuando x — +o a las expresiones siguientes:

a) lim [f(x)-h(x)]= lim f(x)— lim h(x)=+o0—(~00) = +o0 + 00 = +o0

lim f(x)
)x—>+oo — (—}—OO)+OO = 400

b) lim f(x)”x):( lim f(x)

X —> 400 X —>+00

€) lim f(x)+h(x)= lim f(x)+ lim h(x)=+oo -0 Indeterminado
X—>+00 X—>+00 X—>+00

d) lim f(X)* = (40)" = +oo
X—>+00

e) lim f(x)h(x)= lim f(x)- lim h(x)= +oo-(=o0) = —o0

. . lim u(x) 0 )
f) lim ux)"® = lim u(x)>=  =0° Indeterminado.
X—>+%0 X—>+0
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lim f(x)
g) lim fx) _ X24® = 7% |ndeterminado
x—>+oh(x) lim h(x) -oo
X—>+00
lim h(x) lim h(x)
h) fim [-h(x)™®) :( lim —h(x)j“*“’ —im h(x)er ) 2 ooy 2o =2 g
X —>+00 X —>+00 X —>+00 0o®
lim h(x)
i) lim g(x)h(x)z( lim g(x))"_’“” R S B B
X—>+00 X— 400 4+oo + 00
lim u(x)
j) “m U( ):X—.>+oo — O =O
x—=+oh(X) lim h(x) —oo
X—>+00
lim f(x)
k) lim fx) _ X240 = "% Indeterminado (£ o0).
x—>+oU(X) lim u(x) O
X —> 400
lim h(x)
1) lim h(x):X_le = % Indeterminado (£ o0).
x—>+oU(X) lim u(x) O
X—> 40
lim g(x)
m) lim 9X) _ x>ier = —Indeterminado (+ «).

x—>+oU(X) lim u(x) O
X—>+400

n) lim (x+f(x))= lim x+ lim f(x) =400+ (+w0) = +ow0
X —>+00 X—>+o0 X—>+00

im h(x)
i) lim f(x)h(x)z( lim f(x)jXL*”h =(+oo)” = T 1.,

X—>+00 X—>+%0 - (+oo)+°° o0

0) lim (x+h(x))= lim x+ lim h(x)= w0+ (~w) = +o0 — 0 Indeterminado
X —>+00 X —>+00 X—>+00

lim h(x)
p) lim h(x)h(x):( lim h(x)j“*‘” = ()" No existe

X—+00 X—>+00

lim —x
q) Ilm X_X =( I|m XjX_Hw = (+ 00)_00 = 1 =l=0

X —>+00 X—>+00
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EJERCICIOS PROPUESTOS ( PAG 134)

@ Las funciones f, g, h y u son las del ejercicio propuesto 5 (pagina anterior). Di cuéles de la: siguientes
funciones son indeterminaciones. En cada caso, si es indeterminacion, di de qué tipo vy, st no lo es, di cual
es el limite:

NN N A A ZN ZN 4
sfesie sk apEpOEReR Ik

a) lim [f(x)+h(x)]= lim f(x)+ lim h(x) = +o0 + (—0) = 40 — oo Indeterminado
X—> 400 X—>+00 X —>+00

lim f(x)

b) lim (X):XT”‘” - ™% Indeterminado.
X—>+00h(X) lim h(X) —
X—>+00
lim —h(x)
c) lim f(x)‘h(x)z( lim f(x))“*‘” = (+00) ) = (400)** = 40
X —>+00 X—>+00
lim h(x) 1 1
d) lim f(x)h(”:[ lim f(x)j“*‘” _ (4o0) = 1
X —>+00 X—>+00 (+0)"* 4o

e) lim f(x)u(x)= lim f(x): lim u(x)=+o0 Indeterminado.

X —>+00 X—>+00 X—>+00
lim h(x)
f) lim u(x)h(x):( lim u(x)jx_’“" =(0)" Indeterminado ( + )
X—>+00 X—>+00
f(x) lim f(x) o0
g) lim (M] :( lim Mj““ :(ij =1"* Indeterminado
x—>+o\ 4 X—>+00 4
lim f(x) 1 1
h) lim g(x)f(x):( lim g(x))“*‘” =(4)"" = =—=0
X—>+00 X —>+00 (4)+°0 + oo
il ORedesic ok sk
EJERCICIOS PROPUESTOS ( PAG 139)
D Calcula los siguientes limites:
3x* 6x 1 6 1 6 1
4_ 44t a -3t 4 3+
a) fim SX 0¥ Fou i X X Xty )P XD 0 w3
x—>+0 5x3 +3x2 40 x—>+0  By3  3x2 X—>+0 §+i E_I_g 0
IR X x2 ©
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3x* 6x 1 3 6.1 . 6 1
4 LA L4 4 3 4 -t
b) lim > 36”1 2 n)= lim XX XD jim XD XD ©_3__,
X—>+0 — 5y +3X + X—>+wo By 3Xx X —>+0 ;5+i §+§ 0
4 2
X4 X4 X X
6x?  3x 6 3
2 W3 3 ¥ 2
c) lim 6X3 3X—Jroo(ln):> im 2 x> i X x2 04
X—>+0 X5 41 + o0 X—>+0 xS 1 X—>+0 1 1
3.3 [y
X% X X
—5X4—g+£ 5——+2 5 2
5x* —6x+2 +oo TN I W3 oxt YT 5
d) | =——(In)= lim = lim - S
X —>+o0 3X4+X—1 + o0 X—)+003X4 X 1 x—>+oo3 i_i 3+i_i 3
PO e
steske kSR geOapdesicsk sk
®. Calcula:
2,02 3 hy2
a) lim (3x3+1) (x— 1)x oo(ln) im . (Bx+1)%(x* —x) _ lim 3x7 —2x° —x _
X—>+0 X7 —(X+3) o0 X—>+00 X —(x +9x2 +27x+27) X—>+°°—9x —27x+27
3 2
= lim = lim = =—= aque +/-=-
X —>+00 9X 27x 27 x—>+oo_g_£+2l _3_21 27 0 o yaq
T3 3,3 x x2 x o o
2y 2
b) lim (3;(+1) lim (3x+1) lim (3x+1) im 9x 2+6x+1:+oo(|nd)
x—=+0o x° —10x x—>+oo(x —-10)x x—>+oo(x _10) X—=+0  x< —-10 + o0
Ox? +6x +1 ox? 6x 1 6 1 6 1
- Yttt 9+ —+— 9+ +—
lim X2 i X2 X2 X g X X2 T o w9 g
xo+o  x2_-10 xo+o  x2 10 X—>+00 1_E 1_& 1
x2 x2 x2 x? ®
c)
x3 -5x+3 x3 5x+3
3 _ .3 W3 3 3
lim \/X2—5X+3=\/Iim %*3 Zind)= | lim — X" = | jim X*_X"_X" _
X—>+00 X4 —2X X—=>+0o X4 —2X 00 X+ X4 —2X X—>+00 L_Zl
x3 x> x3
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x3 5x+ 3 1 5 N 3
3 3 3 2 3 1
= | lim XX X" _ | |im X X _ = = =+Joo =0
X—>+00 X2 2X X—>+00 1 £ 0
2T A 2
X3 X3 X X
3
Y8x> - 5x 58X 5x alg_ 2 3lg_ 2
. ¥sx®-5x o . X , x3 X3 . x? o
d) Iim ———=—(Ind)= lm —2——= lim —=—>—= lim = =
X —>+00 X 0 X—>+00 3x X—>+00 3x X —>+00 3 3
X X
Y8 2
3 3
etk RO g ioicok

EJERCICIOS PROPUESTOS ( PAG 136)
@ Sin operar, di el limite, cuando x — + oo, de las siguientes expresiones:

a) lim (x2 —3\/2x+1)= +o0 pues x2 es de mayor grado que(2x)"?

X—>+00

b) Ilim (x2 —2"): lim —2* = -2 = -0 ya que la exponencial (2*) es de mayor orden que la
X—>+00 X—>+00

potencial X°.

€) lim Vx?+1-+/x= lim Vx?+1 =+ ya que es de mayor grado la primera raiz que la

X —> 400 X—>+00
segunda.

d) lim (3" —2X)= lim 3* =3 =+ ya que 3" crece mas deprisa que 2*.
X —>+00 X—>+00

e) lim (5" —Jx8 —2) = lim 5% =57 = twya que es de mayor orden la exponencial que la

X —>+00 X—>+00
potencial.

f) lim x—-logs x* = lim +/x = +oya que la funcion potencial (x"2) es de mayor orden que la
X—>+00 X—>+00

logaritmica.

@ Calcula el limite cuando x — +00 de las siguientes expresiones

X .
= o0 — oo Indeterminado.

= lim - lim
X—>+o| X+2 X—2 X—>+0 X+ X400 X—

, 3x3+5 4x3_x 3x3 +5 4x3 —
a) lim —
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10
im 3x3+5_4x3—x _ im (x—2)(3x3+5)—(x+2)(4x3—x)= lim —x4—14x3+x2+7x—10=_
X—>+4o0| X+2 X—2 X—>+00 (x+2)(x-2) X—> 400 x2 _ 4
. x3 X . x3 . . . .
b) Ilim —— (= lim — lim — =0 —-wIndeterminado, resolvemos la indetermi-
x>+l 2x2 41 2] xo+02x2 41 x>+ 2
nacion:
X 1
3 3 2 3 ) -—
fim | X X i 22X X i — X2 im U
x>+ 2x2 11 2| x—+o0 2(2X2+1) X—>+04x2 1+ 2 Xo+0 4x2 2 X+ 4 2 4
— Tt 2
x% X2 X
ya que el grado del numerador es menor que el del denominador.
. 3x+5 x?-2 . 3x+5 . x’-—
c) lim - = lim — lim = —o0o (Ind)
X —>+00 X X—>+0 2 X—>+o X
x? +5x+4
. [3x+5 x%2-2 X(Bx+5)-2(x2-2) . x?+5x+4 X2
lim - = lim = lm —= lm —&%—=
X—>+40| 2 X X—>+00 2X X—>+00 2X X —> +00 27X
2
X
2
)(—2+5—)2(+i2 1+§+i2 1 24_1 1
— lim X2 X% X" iy X X o o,
X —>+00 i X —>+00 i E 0
x? x?2 0
2 lim (x2—5x+1)
d) lim (x+5)< 5%+ :( lim (x+5))""*°° = (4+00)"® = +o0
X—>+00 X—>+0
e)
| 3x 5 )X 5, X 5\
X lim x —+— 3+— 3+—
. 3x+5 . 3X+5 VxS . X X . X
lim = lim = lim = lim =
x—+o\ 2X +1 x—>+oo\ 2X +1 X—+o0| 2X 1 X —>+00 1 1
—+— 2+— 2+—
X X X 0
+00
E :+w
2
f)
: 2
, - X2 ) XX 2\
x-2 ™ x—2 ), XX Y X 1-- 1\
lim = lim = lim | XX = . =0y
x—+0\ 2X — 3 Xx—+o0\ 2X — 3 X—>+00 g_% 2_3 2
X X
aque

o0
todo numero < 1 elevado a infinito se hace cada vez menor y tiende a cero
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EJERCICIOS PROPUESTOS ( PAG 136)
D Halla el limite cuando x — - o de las siguientes expresiones:

Para hallar limites de una funcion f(x) cuando x — - «, se halla el limite de f(-x) cuando x
— + ©

a)
5x* + 6X + 2
_ 5x* —6x+2 _ 5(—x)* —6(- x)+2 _ B5x* 16x+2 . x4
lim ————=lim lim —f—— = lim — = ———=
x—>-0 3" +x—-1 x>+ 3(- x) +(—X)—1  x=+o 3x" —x—-1 x>+0 3Zx" —x -1
4
X
5x* 6x 2 2 2
— O+—+—+ 54+ +=5
_im X xE Xy x> x* 7 o o 5
x—>+oo3x4 X 1 x—>+<>03 i_'] 3_1_1 3
xt x4t x4 x> x* ©®
3 _ 3_5_ 3 [ 3
b) lim X2—5X+3= lim \/( X) 5 (x)+3 _ lim X2+5X+3 =No existe ya que no
X—>—0 X< —2X X—>+00 (—X) _2(_)() X—>+0 X< +2X
existe una raiz cuadrada de valores negativos.
sheste kS paRsRicsk sk

@) Halla el limite cuando x — - o de las siguientes expresiones:

x% +5x+3
a) lim \/x2—5x+3= im \/(—x)2—5(—x)+3= fim \/x +5x+3 im x2 _
X ——00 3x-2 X —>+00 3(—x)-2 X—>+00 —3X 2 X—>+0 —3X—2
X
\/x2+5x+3 1+5+3 1
lim x?  x? X2:Iim X x2: o oo:ﬂ:_l
X —>+00 -3x 2 X—> 400 2 2 -3 3
o2 _ < -3_%< B
X X X o0
b) lim 3x*+5 4x3-x|_ im | 3C —x)°+5  4(-x)° —(-x)] i -3x°+5 —4x®+x)
Xx—>-o| X+2 X—2 x—>+oo| (—X)+2 (—x)-2 X—+0| —X+2 -X—-2
i (—x = 2)(=3x3 +5) = (—x + 2)(—4x> +x) | _ i —x4+14x3+x2—7x—10__00
X—>+00 (—X+2)(— — ) X—>+00 X2—4
e) fim 3= lim3*=3~-_1_1 _9
X—>—00 X —>+00 3 4+
sfesiste S Baedioie ik
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EJERCICIOS PROPUESTOS ( PAG 139)

D Si |im1f(X) =3y Iim1 g(x) =2 di el valor del limite cuando x tiende a 1 de las siguientes funciones:
X—> X—>
a) lim(f(x)—g(x))= lim f(x)— lim g(x)=3-2=1.
x—1 x—1 x—1

b) Iim1(f(x)-g(x)) = Iim1f(x)-lim1g(x) =32=6.

lim £(x)
c) lim f(X) — x—1 :E
x->1g(x) limg(x) 2
x—1
im g(x)
d) lim f(x)9%) = lim f(x)y1 =32 =9.
x—1 x—1

e) /)I(iin1g(x):\/§ .

f) lim (4f(x)-5g(x))= lim 4f(x)— lim 5g(x) = 4 Iim1f(x)— 5 |im1 g(x)=43-52=12-10=2.

X—1 x—1 x—1
9. (} {} ()
stestesiefepiaRsR ik

@ Si lim f(x)=1y lim g(x)=m entonces lim (f(x)+g(x))=l+m Enuncia las restantes propiedades
x—a x—>a x—>a

de los limites de las operaciones con funciones empleando la notacién adecuada.

@ lim (f(x)xg(x))=1+m

@ lim (f(x)-g(x)) =m

® lim —= f(x) L
x—>ag(X) m
lim g(x)
@ lim f(x)9%) = lim f(x)~a = =7

X—a X—a

® lim Yf(x) :Q/Iim f(x) =% sinespary sil=0.
X—a X—a

® lim log, f(x) =log, lim f(x)=log,! sin>0y1>0
X—a X—a

NS N A4 Nz Nz
sestesk g e deie ok K

@ Si lim p(x) =+, lim q(x) oo, lim r(x)=3 vy lim s(x)=0di, en el caso que sea posible, el valor
X—2 "x—2 X—2 X—2

del limite cuando x tiende a 2 de las siguientes funciones:
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a) lim 2p(x)+q(x)= lim 2p(x)+ lim g(x) =2 lim p(x)+ lim q(x) = 2:(+00)+ 00 = 40 .
X—2 X—2 X—2 X—2 X—2

b) lim p(x)-3q(x)= lim p(x)—-3 lim q(x) = lim p(x)-3 lim g(x) = +o -0 . Indeterminado
X—2 X—2 X—2 X—2 X—2

o) im M0 ™ 3
x—>2p(x) I|mp(x) + 00

d) lim M: lim1=1.
x—>2p(X) x—2

lim s(x)

e) lim S(X): X—2 0 =0
x—>2P(X) I|m2p(x) + 0
lim p(x)

f) Iim P(x) _ X2 ® Indeterminado.
x—2q(X) I|m2q(x) + 00
X—>

g) lim s(x)p(x)= lim s(x)-lim p(x) = 0.0 Indeterminado
X—2 X—2 X—2

lim r(x)

h) lim s(x)'™ = lim s(x)2  =0%=0.

X—2 X—2

. lim r(x) 3

i) lim p(x)"™ = lim p(x)>2  =+0° =+

X—2 X—2
. . ) lim s(x) 0
B lim r(x)5®) = lim r(x)>2 =30 =1,

X—2 X—2

lim (3 - r(x))

k) lim 3-r(x) _ X2 _3-3 _0 | ndeterminado.

x—2 S(X) lim s(x) 0

X—2
s(x) lim s(x) 0

1) lim ) _tim| "2 (317 _ 40 _ 4 indeterminado.

x—>2| 3 x—>2| 3 3

lim p(x)

m) |im r(x)P™) = lim r(x)+2 =3" = 4.

X—2 —2

lim —s(x)

n) Iimr(x)"9%) = lim r(x)>2 =37 = 1 _T 0.

X—2 X—2 3tT°

p(x) lim p(x +00

i) lim ) —im| ") =27 (31 _ 4+ |ndeterminado.

x—>2| 3 x—>2 3 3

p(x) — lim p(x) -0

0) Iim{ ( )} = lim {M} 2 :(2] =1"" Indeterminado

X—>2 x—2 3 3

sfesisteSraeBaedioicicok

EJERCICIOS PROPUESTOS ( PAG 140)

@ Calcula los limites siguientes:
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3 2 3 2
a) lim x° —2x +2x+5:(—1) -2(-1) +2(_1)+5:_1_2_2+5:9Indeterminado.

x>-1  x2_6x-7 (12 —6(-1)-7 1+6-7

Descomponemos el numerador y denominador :

1 -2 2 o 1 -6 -7
-1 -1 3 -5 -1 -1 7

v 3 s [o] |1 7 [0

Luego x> = 2x* + 2x + 5= (x + 1)(x* =3x + 5) y x* = 6x — 7 = (x +1)(x — 7) y por tanto, el
limite queda:

im x® -2x? +2x+5 im (x+1)(x? =3x+5) _ im x?=3x+5 (-1*-3(-N+5_ 9
x>-1  x2_Bx-7 x—>-1  (X+1)(x=7) x—>-1  X—7 -1-7 8

. x3_Bx+1 43 _54 41 45 15
x—>4x° 4 2x° -3x 4° +2:(4)°-34 84 28

NN A A ZN 7N 4
239759 72?%’%@% N7R7R

® Calcula:

, X2 -5x+2 x34+2x+1 X2 -Bx+2 . x342x+1 2 1 ,
lim - = lim ————-|lim —————— = — —— = w —owIndeterminado,
x—0|  x2 4+2x x3 +x x>0 x242x x>0 x34x 0 0

lo resolvemos:

lim x2—5x+2_x3+2x+1 _ lim (x2+1)(x2—5x+2)—(x+2)(x3+2x+1)_ lim —7x3+x2—10x_
x—0(  x2 +2x x3 +x x>0 X(X +2)(x2 +1) x>0 x(x +2)(x? +1)
X(-7x?+x-10) . -7x>+x-10 -10 _

= lim > = lim > =
x>0 x(x+2)(x°+1)  *x20(x+2)(x*+1) 2

EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRASTIGAR

D Sabemos que lim f(x)=+0, lim g(x)=-w y lim f(x)=3 :En cudles de los siguientes casos
X—>+0 X—>+a0 X—>+o0

hay indeterminacién para x —+o0? En los casos en que no la haya, di cudl es el limite:

a) (F(x)+g(x))= lim f(x)+ lim g(x) =+ — oo Indeterminado.

lim
X—>+00 X—>+00
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b) lim (g(x)+h(x))= lim g(x)+ lim h(x)=—0+3=—w.

X—>+0 X —>+00
lim f(x)
c) ||m f(X) = X__>+OO = +t o = 400 .
x—>+oh(x) lim h(x) 3
X —>+00
lim f(x)
d) Ilim fx) _ X24% = Indeterminado.
x—>+0g(X) lim g(x) —o©
X—>+00
lim g(x)
e) lim h(x)9® = fim h(x)po= =31 1 g
X—>+00 X—>+00 3t + oo

) lim 3-hx)}f(x)=(3- lim h(x)): im f(x)=(3 - 3)-(+o) = 0(+w) Indeterminado.

Para calcular el limite cuando x — - co de una funcion f(x) hallamos el limite cuando x —
+ o de f(-x).

a)

ﬂ ;2)(+§ _2+§
fim X502 gim 2EXFS i Z2XHS i X X X gim X _
X>-0 2—=X  x—>+0 2—(=X) x—>+o 2+X X—>+40 2+ X X —> +00 E+§ Xt 2

X X X X
5.0 ,
_ 00_____2
- ==
—+1
00
-10x-5
_ —_x)_— _ _ 2
b) im g(x)=_lim 10X=5 _ tim giex)= fim 1905 iy Z1OX=S i X2
X—>—0 X ——00 X2+1 X—>+00 X —>+00 (—X)2+1 X—>+00 X2+1 X —>+00 X2+1
2
X
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3x2 -4
2 2 2 2
e) lim h(x)=_lim X4 im h(ex)= fim ST A iy 3XT A X2
X —>—00 x—>-0 2X+3  X—>+» x—40 2(=X)+3  xot0—2X+3 x>+ —2X+3
X2
2
I e
= i X X__ | X _ ©__ 2 __
x—l>n:oo_27X i xlmoo_g i _E+§ 0 *
x2  x2 x2 ©
d)
—x3—2x
x3 +2x (—=x)3 +2(—x) —x3 —2x 3
lim i(x)= lim = lim i(-x)= lim SR s im s im X =
X—>—00 X—>-07 4+ 5x X—>+00 X=>+0 7 +5(—X) X—>+0 7 —Hx X—+o 7 5y
x3
_ﬁ_zl _1_£ 1 2
3 .3 2 TlT—
= lim —X—%*_= lim X - o_—1_1
Xxoto 7  Bx3  xoto [ 5 7 5 - 5
- = 73_ -
X3 X3 X 0
steskeske e A Il K

@ Calcula los siguientes limites comparando los exponentes del numerador y denominador:

\/3x2+6x \/_x J3

a) lim —/|/————— =—.
x>+ 22X +1 x—>+oo 2X 2

2 2
b) lim \/5" ‘7=\/ lim 2% ‘7=\/ lim 22X \/nm 5x = A/ 0 = +00 .

X—> 400 X+1 X—>+400 X+ X—>+0o X X —>+0

1edx L WX 11

c) Ilim = lim —= Im —=—=0.
X340 2X —3  X—o+0 2X  X—>+w 2\/_ 0

d) lim —X — gim X = im 2= 3 o

V3/2
X—>+00 X3 +2 Xotwox X—>+00 1/ 4o
sfesteskede e sl ok
@ Calcula estos limites observando cudl es el infinito de orden superior:

a) lim (ex—x?’): lim e* =e*™ = +w.
X —>+00 X —>+00
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2
b) tim X m LT o,

x—>+0 @X x—>+0 @X 4+

€¢) lim (\/x2+x—«/x+7j: lim Vx2+Xx =+ .

X —>+00 X—>+00
_In(x? +1) 1
d) lim = lim —= =0.
X—>+00 X X—>+0o X  + 0

@ Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados obtenidos:

a) lim (05% +1)= lim 05* =05~ :Gj _ 2% — oo,

X—>—00 X—>—00

X—>—00

b) lim 2*t' =2

L 17

@ Si lim p(x) =400, lim g(x)=—c, limr(x)=3y lim s(x)=0 di, en los casos que sea posible, el
X—2 X—>2 X—2 X—2

valor de los siguientes limites:

a) lim S(X) _ X2

x—2 p(X) )!i£1)12p(x) o

lim s(x) 0

b) Iimz[s(x)-q(x)]: Iimzs(x)-limzq(x)=0-(—oo) Indeterminado.

lim g(x)
€) lim r(x)0% = fim r(x)re =g o _ 1
X—2 X—>2 3t*? 4+

- =0.
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d) |im2[p(x)-2q(x)]= Iim2p(x)—2 |im2q(x)=+oo—2(—oo):+oo+oo:+oo.

@ Calcula:
2 2
a) lim X" +3 —1 = |im X“+3 — lim 1:E—l:oo—oolndeterminado, resolvemos la indetermi-
x—0 x3 X x—0 X3 x—>0X

naciéon haciendo la diferencia:

3
lim — =-o
C(x2+3 1) x2+3-x2 3 3 |, 043
lim s~ |=lim Y= lim _3:6:> ya que al acercarnos a cero
o0 xT X)) xo0 X x=0x lim — = +o0
x—0% X

por la izquierda, por valores negativos, el cociente se hace mas pequefo y viceversa.

b)
. 2 1 . 2 . 1 2 1 2 1
lim 5~ = lim 2—I|m = >~ =———=o0-owlnd.
>N (x=1)% X(X=1)] x>1(x-1)* x=>1x(x=-1) (1-1)= 11-1) 0 0
X+1
2 1 2% — (x = 1) X +1 11 2 e
lim - — lim 2~ lim - _=2 o ot xx-1)
x> (x=1)2  X(X=1)] x>1 x(x-1) x>1x(x—12  1(1-12 0 lim X—+1=+OO
x—>1" X(X 1)2
Xx— 1" 0,9 0,99 0,999 0,9999
X+1
> 211,111... 20101,0101... 2001001 200010001
X(x—1)
x—> 17 11 1,01 1,001 1,0001
X+1
X(X—1)2 190,9... 19900,9901... 1999000,99901... 199990000,999...
sfeste st SpapgRar ook

@ Calcula los limites de las siguientes funciones cuando x — +o0

2 —
5x” —2x +1 _F® Indeterminado

a) lim f(x)= lim 5
X—> 400 X—> 40 (2)(_1) + o0
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5x% —2x +1 5x2 2x 1 2
5x% —2x +1 5x% —2x +1 2 2 2" 2 5_;+7
Iim—2 lim ———— = lim 2X—= lim X2 X X _ |im —2X_
X —>+00 (2)(_1) X—>+0 4X —4Xx +1 X—>+0 44X —4X +1 X—>+o 4X _L_i_i X—)+oo4_7+
X2 x2 %2 x2 X x
2 1
5_<, '
___® o _%
4 1.1 4
o0 o0

b) lim x+1_ =+ooya que X +1 es de mayor orden que logx.
x—>+0 l0g X

e) lim h(x)= lim 3+2x _+
X —>+00 X400 A[2X+1 +00

3+ 24/x 3 2&

Indeterminado.

3
—— —+2
C3+2x kA x Ak st 2
lim = lim ——=—= lim lim = =2 =2
X—=40 A[2X +1 X400 \/2X+1 x>+ 27x+1 X—)+oo\/2+1 \/2+ 1 \/5
Jx X X X + 00
3 + o0 .
d) lim i(x)= lim =—— Indeterminado.
X—>+00 x—>+02X 11 +00
3X
. 3% . 3 . 1 . .
lim = lim —=——=lim ———=—=+coya que la exponencial es siempre
x—>+402X 11 x40 2X 41 x4\ 4 0
3 [3j 3
positiva.

@ Calcula los limites de las siguientes funciones cuando x — +00 :

. 5x  3x x*-5x . 3 _ . o
a) lim ——|=1lm — lim — = +o0 — 00 Indeterminado, para resolver la indeterminacion
X—>+o0 X +1 2 x>0 X +1 X—>+o D

realizamos la diferencia:

X—>+00

. (x?*-5x 3x) . 2(x*-5x)-3x(x+1) . -x*-13x - _
lim ——— | = lim = |lim = Indeterminado, resolvemos la
X+1 2 X0 2(x+1)

X—>+0 2(X + 1) 0
indeterminacion:

—x%-13x -x* 13x 1 13 1 13

_x2 _ o v2 2 2 T,
), S RN W GIS G T Sl B
X—>+00 2(X+1) Xoto 22X+ 2 Xx—t0  2X 2 X—>+00 2 2 2 2 0

x2 x?  x? X x2 oo 0
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L 20
b)
ox 1 1),im (%) 1 )lm (%) 1\
ox +1)™ 2x + 1), (%) 2+ 2+ 1
lim = lim = i X lim X Ll =2"=—=0
x—+0l X =3 x—>+0l X =3 X+l X —3 X~>+001_§ 1_3 2%®
X X o0
. 3x2 . .
€) lim [1,2X - = lim 12* =12"" =+
X—>+00 X +1 X—>+00
d)
lim (x-1) lim (x-1) +90
X1 lim (x—1) 3X+4 Yo 34 4o 34+ o
. 3X + 4 . 3X + 4 X—>+0 . X . X o0 3
lim = lim = lim %+ 5 =| lim 5 = 5 =|—=| =+4o0
x—+o| 2X + B x—+o| 2X + 5 X—>+0) X—>+0 2.2 2.2 2
X X 0
DD Calcula

2 2
a) lim (x=1) :(1—1) :izo
x—>1 X-=5 1-5

2 _ 2 _9.
b) lim X /x+6 _1°-71+6 0

Indeterminado descomponemos el numerador en producto
x—»>1  x-1 1-1
de factores resolviendo la ecuacion de 2° grado:

X2 _7x+6=0=x

Ja9- J 6
_TEA9 24 T4V25 75 (6o o6 ) (k1)
2 2 2 |1
2
jim X X+6 iy (X=O)X=D) i —6)=1-6=-5.
X—>1 X -1 X—>1 x—1 X—>1

2 2 4
c) IimX -2|-X 2:1 :1 2:glnd.
x>12x4 -2x 214-21 O

X2+X_2:0:>X:—1J_r\2/1+8 :—1i3:{ 1

2
2
lim X +X-2 _lim (x—1)(x+2): im (x+2): 1+2_3
x>12x2 —2x  x->1 2x(x-1)

-2

x—>1  2X 29 2

3 2
. XY =3x 0
d) lim>—" = =Ind.
x—=0 X2—X
3 2 2
X~ —3X . X%(x-3 . X(x=3) 0
m ——= |lim M: ||m¥__:0.
x>0 x2_x x50 X(X=1) x50 x-1 -1
st SpipOaaptciok
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DD Averigua si las siguientes funciones son continuas en x = 2:

sfesie sk apEpOEReR I Ik
Para que una funcion f(x) sea continua en x = a se ha de cumplir lim f(x) =f(a)
X—a
a) f(x) = 3X=28IX<2 |imites laterales \Jx“_,n;— f0) = X|I_)I’T;_(3X ~2)=32-2=4
| B-xsix>2 l lim f(x)= lim (6-x)=6-2=4
x—2*F x—2*

Como los limites laterales existen y son iguales Iim2f(x) =4,ademas f(2) =6 -2 =4 luego es
X—

continua en x =2 yaque lim f(x)=4=1(2) .
X—2

lim f(x)= lim (x> -1)=4-1=3

b) f(x)= {Xz —18iX<2 limites laterales j

3 X—2" X—>2"
2x+1six>2 {Iir2+f(x)= Iin;+(2x+1):4+1=5
X—> X—>

Como los limites laterales existen pero son distintos no existe lim f(x), luego es discontinua en

X—2
X =2.

stestesie SRR gl ik ook
M®) Estudia la continuidad de las dos funciones siguientes:

a)
O Primero estudiamos la continuidad de las funciones definidas en cada intervalo o
“trozo”:
O 2% es una funcion exponencial que es continua en su intervalo de definicion.
O 4 es una funcion constante (polindmica de grado 0) y por tanto continua.

® Ahora estudiamos la continuidad en los punto frontera (en x = 2 en este caso):

. e x a2
f(x) = 2%¥ six<2 |imiteslaterales \th_)n;_ f(x)= xll—>r2‘ 27 =2°=4
4six>2 l lim f(x)= lim 4=4

x—2* x—2*t

Como los limites laterales existen y son iguales Iim2f(x) =4, ademas f(2) = 4 luego es continua
X—>

enx=2yaque limf(x)=4=1(2) .
X—2

Como es continua para x < 2, para x > 2 y ademas en x = 2, es continua en R, (-0, )
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b)
O Primero estudiamos la continuidad de las funciones definidas en cada intervalo o
“trozo”:
O 1/x es una funcién racional que es discontinua cuando el denominador se
anula, en x = 0 en este caso.
O 2x -1 es una funcién lineal (polinébmica de grado 1) y por tanto continua.

® Ahora estudiamos la continuidad en los punto frontera (en x = 1 en este caso):

, .1
f(x) = % six<1 limites laterales | { xliq‘ f(x)= X'E;q_ X =1
o —1six > 1 \Iim f(x)= lim 2x-1=1
- x—>1F x—1*

Como los limites laterales existen y son iguales Iim1f(x) =1, ademas f(1) =21 -1 =1, luego es
X—

continua en x = 1 ya que lim f(x)=1=f(1) .
x—1

La funcion es discontinua en x = 0 luego es continua (-0, 0 ) U (0, «) =R -{0}.

N 29N 29N 23 NN ZaN\A4
stesie sk apdpapaRI ik
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