Tema N° 3 1

O Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

-5 -2 -1
A:(s);B=(—3);c:[ 3 4}0:[2 0 ];g:[‘S 1 ];F: 7 9 -4

-2 3 1 -5 2 -3 5 7 _5
5-7 2 3 -15 0 4 2
G=(0 2 -4 |)H=| -1 3 2 I=]l 1 2 -1
0 0 9 5 -2 4 -2 3 6
00000~~~
3 4
IAI=|5|=5;IBI=I—3|=—3;ICI=‘ 3 ‘ =3.3-(-2)-4=9+8=17
2 0 51
|D|—‘ 1 -5 —2-(—5)—1-0——10,|E|—‘ 2 _3‘—(—5)-(—3)—2-1—15—2—13

[RRY

-5 -2 —
IA=| 7 9 —4|=(-5)-9-(-5)+7-7-(-1)+(-2) - (-4)-2~2-9- (1) = (-5)- (-4) - 7= (-5) - 7- (-2) =
2 7

(&)

=225-49+16+18-140-70=0

5 -7 2
IGl=| 0 2 -4 |=5.2.9+2.0.0+0.(=7)-(-4)=0.2.2-5.0.(-4)=9.0.(-7) =90
00 9
3 -1 5
M| -1 3 -2 [=3.3.445.(=1)-(=2) +5-(-1)- (-2) =5-3.5-3.(=2) - (-2) =4 - (-1) - (-1) =
5 -2 4

=36+10+10-75-12-4=-35

0 4 2
IH=| 1 2 -1[=0.2.6+2.1.3+(-2)-(-4)-(-1)-2-2-(-2)-0-3-(-1)~=6-1-(-4) =
23 6

0+6-8+8+0+24=30
(BB (B EH 3 EROTOTD
® Calcula los determinantes de las matrices :

a) Desarrollando por los adjuntos de la primera fila:

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II



Tema N° 3 & 2

=

_12_128 3 23 -1-23 -1 3 3
=l -0 S5l L 4 2(-2f 1 4 2(+1| 1 1 2|+0=
E 119 -1-12 5 -1 2 5 -1 2

1:[3:4-2 + 3-1-(-1) + (-1):(-2)-2 - 3:4-(-1) - 3-2:(-1) - 2-1-(-2)] -2:[2-4-(-1) + 3-1-(-1) + 5 -
2-(-2)-5-43-21(-2-(-1)-2(-1)]+1-[2:12:(-1) +3-1-(-1) +5-:2:3-5-3:1- 2:3-1 -
(-1) - (-1)-2]=2147-2-(-89)+1-2=47+ 178 + 2 =227

b) Desarrollando por los adjuntos de la primera columna :

N

3

g (2) 4 6 0 4 -6 2 -2 3
1Bl = =5l 2 1 3 [-(-7):[0 4 -6 |=5-(-64)+7-36=-68
0213 -4 0 -1 21 3
-7 -4 0 -1
¢) Ahora usamos el método de Gauss :
1 0 3 4 > 10 3 4 10 3 4
g=| 2 5 138|FR-2R |05 -7 -5 > 1.1/05 -7 -5 -
2 1 0 2| F+2FR |01 6 10 | 5/R-F >l 00 37 55
3 2 1 1| F-3F|0-2-8-11]|5F,+2F, 0 0 -54 -65 | 37F,+54F;
10 3 4
1 21|105-7 -5 |_1 1 _ 104525 _
=5 00 37 55 =357 (1-5-37-565) = =55 =113
00 O 565
BB O3 D D ROTOTD

© Demuestra las siguientes igualdades aplicando las propiedades de los
determinantes :

yz x x7t Yz X yz
a)| xz y y! =0, multiplicamos la 32 columna por xyz > 5z -| xz y xz | =0para,x,y,z+0
xy z z71 Xy z Xy

pues tiene dos columnas ( 12y 32) iguales.

1 11 1 x2 x8 xyx x> x3 yX X X?
b x2 y2 22 || 1 y2 3 |2) 52| xyz y2 y3 |3)| xz y y* |a.ed.
x3 3 A7 122 8|7 xyz 22 23| 7| xy z 22

I) Trasponemos la matriz pues el determinante de una matriz y su traspuesta son iguales.
2) Multiplicamos la primera columna por xyz y dividimos el determinante por xyz ( x, y, z #
0).
3) Dividimos la I* fila por x, la 2* por y y la 3" por z.
B33 LWL
O calcula los determinantes :

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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2 3 -14 - 2 3 -1 4 2 3 -1 4
a) 5 6 2 3|2FR-5F 5 |0-27 9 -14 | FReoF _1 |0 1 -1 -1 -
-4 2 5 2| F3+2F; 0 8 3 10 - 210 8 3 10 | F3-8F,
2 4 23 Fs—-F1 01 -1 1 0 =27 9 =14 | F4+27F,
23 -1 4 23-1 4
1 01 -1 -1 - 1 1 01-1 -1 1 1
L= =1 =7 _i.L, =-1.L1 .(2.1-11-(-127)) =127
2100 11 18 2110011 18 211 ( ( )
0 0 -18 41 | 11F, +18F3 00 0 -127
tzyx 1) t z Yy X X-t x-z x-y 0
- - 2 _ 2
b) ZzZyXxX|p-Ff|lz-t 0 0 0 _? |z-t 0 0 O _?
YYYX| F-F | Y ty-2z 0O O y-ty-z 0 O Fs3 o Fp
XXXX| F-F | X tx-z2x-y0|FoFf t z Yy x

1) Vamos aplicar Gauss a la tltima columna.
2) Al cambiar dos filas el determinante cambia de signo.

y-ty-z 0 O0|FieF2 | z-t 0 0 O
z-t 0 0 O 2) y-ty-z 0 O ~
ot X2 x-y 0 ot xez 2y 0 |7 K EN =D @0=x =0 (/=D (2
t  z Yy X t z y x
110 2 2 - 110 2 2
22 -1-33|FR+2FR|04 -1 1 7
)| 33 2 4 4| F-3F |00 2 -2 -2|Altenerlas filas 2 y 4 proporcionales =0
a3 ss|rear|os s s 13 ijugagapngatnsuafakaputnnngnne
554 6 6| F-5F|00 4 -4 -4
BOECEED D ROTOTD
© Calcula el rango de las matrices :
Usaremos el método de Gauss.
4
2 -14 - 1 2 3 - 12 3 1 2 3
a) A= 1 2 3| FReFR 2 14| F-2F| 0 -5 -2 - 0 -5 -2 -
-1 20 -1 2 0| F3+F, | 0 4 3 |5FR+4F, | 0 0 7
3 6 2 (3 6 2)F-3F {00 -7 0 0 -7) Fu+F;
12 3)
0 -5 -2 . . _
0o 7 |’ gue tiene 3 filas y columnas no nulas = Rang(A) =3
0 0 0)
1 2 -510 1 2 -5 10 12 -510
b)B:0215 - 0 2 1 5 - 021 5
4 -3 9 15 | F3-4F, | 0 =11 29 -25 | 2F;+11F, | 0 0 69 5 N
2 8 -121)F,-2F,(0 4 9 1 F,-2F, (00 7 -9 ) 69F,-7F,
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12-5 10

021 5 . .

0069 5 , matriz escalonada de 4 filas y columnas no nulas = Rang(B) = 4
00 O -656
(110 1 5 - 11 0 1 5 110 15

C)0:12117F2—F1 01 1 0 2 - 011 02

-3 1 3 -11 -7 | F3+3F; | 0 4 3 -8 8 |FR-4F,| 00-1-80 -
L2 12 8 4 )JF4-2F1{(0-3-26 6)F+3FR(00 1 6 0) Fi+F3
(110 15

011 02 . .

00 -1 -8 0 , matriz escalonada de 4 filas y 5 columnas no nulas = Rang(C) =4
000 -20

(BBO3E & HTOTOTD
@ Calcula, si existen, las inversas del ejercicio n° 1.
& At=(5)'=(1/5).
& B'=(-3)'=(-1/3).

& C!' , para hallar la inversa usaremos ahora el método de los adjuntos de la
traspuesta:

® Determinante de Cr|=3-3-4-(-2) =17
® Traspuesta de C; :
o(34)+(23)
® Adjunta de la traspuesta :
o B 823
® Inversa:
c =ﬁAdj(cf)=%[ > s J =[
% Inversade D=D
® Determinante de D : |D| = 2:(-5) = -10.
® Traspuesta :

(13)-(33)

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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® Adjunta de D:
[ 1-51 0 ) _(50
Ad/(D)‘( -1 121 )12

® |[nversa :

-1 -1 . 1 50 _
D! —mAd](D')——ﬁ( 1 ZJ_[

Sln—\ N
l o

ol

~

% Inversade E=E
® Determinante de E : |E| = (15 - 2) = 13.
® Traspuesta : t
Et:( _25 —13] :[ _15 —23]
® Adjunta de E:
AdJ(E) :( o J =[ b J
® Inversa :
£ = Adi(E) =1%[ B J
& Inversade F=F:
® Determinante de F = | F | =0, ludgoo es inversible
% Inversade G =G:

® Determinantede G =| G |=5-2.9=90
® Traspuesta :

5-72) (5 00
G'=|lo2 -4|=|-7 20
00 9 2 -49,
® Adjunta de G:
3
20 70]||-7 2]
4 9 29| 2 -4
00|l |so 50
co~tv_| | _ _
AdI(G)= ‘—49‘ 29‘ ‘2—4‘ B
oo| |s50]|]|50
20 70| |-72]

® Inversa:

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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Tema N° 3 1 6

18 63 24 15 =
Gl=gAd(G)=w%| 0 4520 |=| 0 5 5
0 0 10 00 5
® Inversade H=H:
® Determinantede H=|H | = - 35.
® Traspuesta de H :
t
3 -15 3 -15
Hi=| -1 3 -2 |=|-1 3 -2
5 -2 4 5 -2 4
® Adjunta de H :
4
3 2| |-1-2]|-13])
-2 4 5 4 5 -2 8 5 3
-6 -1
: -1 -1
Adj(HY)= —‘ S a ‘22‘ -‘ s
-13 1 8
-1 5| | 35 3 -1
3 2 -1 -2 -1 3
\ J
® Inversa:
8 -6 -13
H? = 5AdjH)=—5| -6 -13 1
-13 1 8
& Inversa de I=t;
® Determinante de I=| I|= 30
® Traspuesta de I:
0-42) (012
=l 1 2 -1|=|-4 2 3
-2 3 6 2 -16
® Adjunta del:
p
23| |-a3|]|-42])
-16 2 6 2 -1
Adign= - _2‘ 0_2‘ —‘0 L= Eiiog
-1 6 2 6 2 -1 7 8 4
1-2| | 0-2 01
2 3 -4 3 -4 2
\ J
® |nversa:

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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|

15300

1 0

2

It = Adj(19 = 55| -4 4 2 |= —7115 % %
(BBOFEH B TOTOTD

@ Resuelve por el método de la matriz inversa los sistemas :

2x+4y+5z =1 [ X+y+z =2 E
a x+3y+3z =-1 Eb) X+2y-3z =8 [
3x+3y+2z =2 H 2X—2y+2z =-4 H
---00000---
a) El sistema puede escribirse matricialmente :
245 X 1
133 (] y|=| -1 ], simbo6licamente A-X=B
332 Z 2

Y, si A es regular, podemos despejar la matriz X A- X = A'- B; X =A'- B,
para lo cual necesitamos la inversa de A :

213 -3 7 -3

At =HAdA) =-3Ad] 433 |=-3| 7 -11 -1

532 6 6 2
X 3 7 -3 1 (—3)-1+7~(51)+(—3)-2 — _ée =9 2
X=|y|=At.B=-} 7 -11 -1 || -1 |=| LEERECNZ_ 65 =) 2
z -6 6 2 2 (—6)-1+6£-;(—1)+2-2 — _88 =1 1

b) Hallemos primero la inversa :

( 3\
2 2| |1-2] |12
11 2 =2 )
At = AdAY=T———Ad| 1 2 -2 |=—55 —‘ _133‘ ‘ —‘1_13‘
111 1-3 2
12 -3 12| 1
2 -2 2 2 -2 1-2| |12] |

Y la matriz X :

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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X -16 1
y == 32 |=| 2
V4 16 -1
(BB (B EH B EHROTOTD

O Clasifica, aplicando el teorema de Rouché - Frobenius, los siguientes sistemas de
ecuaciones :

o XH2EL D omarid 1211) -~ (1211
X-y=2 g 1-1]12)FR-F|0-3]1

M:[ 12 ] Filas no nulas = F=2

0 -2 | Columnas no nulas = c = 2 ~RangM) =2

. |12 |1|F=2 -
M —(0_3 | 1J c=3 =Rang(M*) =2

Si Rang( M ) = Rang(M*) = 2 = N° de incognitas = n» S. Compatible y
determinado.

p ¥yl g (1l » (1-1]1) RangM)=1
—x+y=-1g (-1 1 |-1)F+F |0 0 |0 )Rang(M)=1

Como Rang(M) = rang(M*) = 1 < 2 = n=S. Compatible e indeterminado
uniparamétrico.

2x-y+3z=-3 (2-13|-83)FAicFR(111]0 -
¢ x+y+z =01 11]0 - 2-13|-3|F2-2F:
2x+5y+z =3 H (2 5 1] 3 2 51| 3 )Fs-2F
11 1|0 1 11| 0 ] rangM)=2
0-31]-3 - 0-31]-3 |rang(M*)=2
03 -1|3)FR+FR|000]0 n=3

Por ser rang(M) = rang(M*) = 2 sistem@mpatible y al ser n = 3 > rangos
indeterminado uniparamétrico.

-X+y-z =-1 E -1
d) 5x+y+2z=-3[| 5
4x+2y+z =0 H 4

1-1]|-1 - -1
1 2 |-83|F+5F1| O
21|10 JF+4F. | O

1-1]-1
6 -3 | -8 -
6 -3|-4)F-F

-11-1]-1)rang(M)=2
0 6 3 | -8 | rang(M*) = 3 como rang(M) #rang(M*)= S. Incompatible.
00O0] 4 n=3

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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-x+y-z =1 U
5x+y+2z =-3 O . . I
Xryrez _ [ es el sistema del apartado anterior al que se le ha afadido un
4x+2y+z =0 g
3x+3y =-1

ecuacion, la 42y ultima , luego sigue siendo incompatible.

e)

2x+y+2z =1 1 - 12 1]-1 - 12 1]-1
fy x+2y+z =-10F2eF1| 2 1 2| 1 |FR-2F1|0-3 0] 3 |-
x-y-z =4 H 1-1-1] 4 ) Fs-F1 |0-3-2]| 5

1 1| -1] rang(M)=3
- 0-3 0| 3 [rang(M*) =3 =S. compatible y determinado.
0 | 2

n=3
BOBOEE D D TR
O Resuelve, aplicando la regla de Cramer, los sistemas del ejercicio n°® 7.

---00000---

2x+4y+5z =1
a) x+3y+3z =-1[]
3x+3y+2z =2 {

Hallemos primero el determinante de la matriz de los coeficientes:

245 145
IM=|133|=-8=x=myA1=—3| -1 33 |=—%-(-16)=2
332 2 32

En dondeA; representa el determinante de la mdtimada al sustituir la columna
de la primera incognita (x) por la columna de los términos independientes.

241
z=TyrAs=-3| 13 -1|=-%-(-8)=1
332
X+y+z =2 %
b) x+2y-3z =8 [
2x-2y+2z =4 H
111
IM| =1 2 -3[=-16%0
2 -2 2

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS ( pag. 65y sig..)

© Determina, segln los valores de a, el rango de la matriz A
al-1-1
l-al 2
11 al

---00000---
Usaremos determinantes:

El rang(A)= 1 pues hay menores de orden 1 distintos de cero.

®
@ El menor{ 1 2

‘:(—1)-2—(—1)-1:—2+1:—1¢0:>rang(A)22

Si orlamos el menor de grado dos anterior se forman dos menores de grado 3 :

Que se anulan :

¢x2-3a=0;a(a-3)=0;a=0ya=3
¢-22=0;a=0.
Luego hay dos posibilidades :

Qa=0=rang (A)=2
Qaz0=rang(A)=3

BB O3 D D ROTOTD
@® Averigua para qué valores de m las matrices A y B no tiene inversa .

m

A= 1
0 -2

---00000---

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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Para que una matriz sea regular su determinante ha de ser no nulo. Estudiemos los
valores que anulan los determinantes de las matrices y seran los valores para los cuales no
tienen inversa.

m O O
A=l 1 m1l|=m?+2m;m*+2m=0,m(m+2)=0;m=0y m=-2.
0 -21
luego A tiene inversa para] {0, 2 }
'gégi m11 m10
|B| = , desarrollado porla2?fila=-1.{ 1 0 1 (+1-] 1 01 (=
1011
1111 111 111

-1.(1+1-m-1)+1-(1-m-1)=-1+m-m=-1+0= rang(B) =3Vm

BOBOE D D a0
© Discute los sistemas siguientes por el criterio de Rouché - Frébenius y halla la
solucién, por el método de Cramer en los casos incompatibles e indeterminados:

-3x+2y+3z=-2[ (32 3 | -2 12 1 || 2
a) 2x+ky-5z =-4 | 2 k-5|-4|1){ 09 5 | 4
x+y+2z =2 H {1122 )700k+3| 4

1) Véase el ejercicio N° 1 del aparta®tESOLUCION DE EJERCICIOS Y
PROBLEMAS
del tema anterior.

Dependiendo de que k + 3 =#®, es decir k = &-3, hay dos posibilidades :

- Sik = -3 = rang(M) = 2 y rang(M*) = 3> S. Incompatible

- Sik #-3 = rang(M) = 3y rang(M*) =3 =n =8 S. compatible y determinado.

kx+y+z =k k11| k 1 1 k |k
b) x+ky+z=kO-| 1 k1| k|1 0k-1 1-k | O
x+y+kz=kH (11 k| k)70 0 2-k-K || k-K

y resolviendo la ecuaciérik k-2=0,k=-2y k=1, luego :

11 -2|-2) rang(M)=2
-Sik=-2|0-3 3 | 0 | rang(M¥*)=3
00 0] -6 S.1.

111]1) rang(M)=1
-Sik=1=| 00 0 | 0 | rang(M*) =1 = S.C.l.Biparameétrico.
00O0]|O n=3
La ecuacién que queda es x + y +z = 1, las soluciones son\; yz—=u x = 1-A -

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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-Sik#-2yk=+1=rang(M) =3 =rang(M*) =n = S.C.D.

X+y+z =k+2% 1 1 1] k+2 1 1 1 || k+2
c) x—ky+z =1 [P|1-k1| 1 [1D)/0-k-10 | -1-k
kx+y+z =4 H k11| 4 J7l0 0 k-1 2-k
111 3 rang(M)= 2
-Sik=1=>|0-20| -2 [ rang(M*) =3 =S. I
000O0] 1

- Sik#1=rang(M) = 3 =rang(M*)=n = S.C.D.

(BB (B EH 5 EHROITOTD

ACTIVIDADES ( pag. 67 vy sig. ) '

Cuestiones.

© Dadas las matrices :

(o 3 e 43)

compruebaque |A-B|=]|A|-|B].

O Hallamos A - B :

Ap=|13 4 5) ( 1.4+3.(-1) 1.5+3-2 ) (111
CTlo-=2 ) -12)710:44(-2)-(-1) 0-5+(-2)-2 ) | 2 -4
O Hallamos |A - B |:

111

|A-B|:‘2_4

O Hallamos |A| y |B| :
1
3 ‘:1-(—2)—3-02—2,| B|:‘

‘:1-(—4)—2-11:—26

4 5
0 -2 -1 2
O Hallamos | A | - | B| y comprobamos :

|Al- |B|I=-2-13=-26=|A-B| g.e.d.

IAI=‘ ‘:4-2—5-(—1):13

B335 B G oo

® Utiliza el resultado de la cuestiéon anterior para responder razonadamente a las
siguientes cuestiones :

a)¢, C?=CO |C|=06]|C|=1"7

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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Si se cumple € = C tomando eterminantes | = |C| , pero |€| = |C-C| = |C|-|C]| =
|C|?, sustituyendo |C|= |C|, es decir |G} |C| = 0 y extrayend@a€tor comun |C|(|C| -1) = 0
O0|CI=06]|C|-1=0,|C|=1q.e.d.

b)¢e C-C=I0 |C|=16]|C|=-17

Si C - C'=I, tomando dterminantes]-C'| = |l|, por otro lado |[C-Q=|C | - | C]|
| C| - |C | { pues el determinante de una matriz y su traspuesta coinciden?}y=cjp@jo |I|
1, queda que |CF 10 |C| =+ J/1 =+1, es decir [C|=106|C|=-1g.e.d.

c) ¢, Qué relacion existe entre |C| yY|[C?

Partimos de la definicion de matriz inversa : C* € y tomando determinantes :
|C-C*[=]ll,pero|C-C|=|C|-|C|y[l|=1,luego|C| [€]=1 y|C'|=1/|C].

33035 B Do
© Si A es una matriz cuadrada de orden n, ¢, la siguiente equivalencia es cierta o falsa

A esinvertible < rang (A) =n.

EEEEEEEEEEE
Si A es invertible se cumple que |AD y por tanto hay un menor no nulo de orden n

(elde A)O rang(A) =n.(g.e.d.)

BB3H R Do
O En una matriz efectuamos las siguientes transformaciones: F1 « Fs; F> - 3F:; F3
— F3 + 2F1. ¢ Qué relacion existe entre el determinante de la nueva matriz y el determinante
de A?.
ceo(I[ece

A Bt 1A Fory3Fz -9 gy (FeiaF: -3IA
Es decir:
- Al intercambiar filas el determinante cambia de signo.

- Al multiplicar una fila por 3 el determinante queda multiplicado por 3.
- Al sustituir una fila por una combinacion lineal el determinante no cambia.

B35S B Drorom
Ejercicios y problemas.

© Calcula los siguientes determinantes de orden 2 :

a g‘=1-2—0-(—3)=2
b) _14 _22‘:(—4)-(—2)—1-2:8—2:6

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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f)‘

14

5 2

3 |=5:3-2:(-7)=15+14=29
2 -1

s 3 |=2:3-6-(-1)=6+6=12
05

bR 4‘_0-4—5-(—11)-55

-4 3

) 1‘—(—4)-1—2-3——4—6——10.

B335 B G oo

@ Calcula los siguientes determinantes de orden 3 :

a)

b)

d)

5; _22 _13 _ 3.(-2)-4+5.4.142.(=3)-(-2) ~1-(-2) - (-2) ~3-(-3) - 4-2.5.4=
- =-24+20+12-4+36-40=0
2 4 4
-120
=(-1)-1-3+0.5.0+2-(-2)-3-3-1.0-3.0-2-(-1)-(-2) -5 =
01-21- --3-12-10=-25
353 - -
41 2
=4.0.4+2.3.(-1)+2-1.1-2.0-2-4.1.(-1)-4-1.3=
3 01|~ =6+2+4-12=-12
2 -1 4 - -
120
L3 =1.(-3)-1+0.(-1)-4+0.2.(=2)-0-(=3)-0-1.4.(-2)-1.2.(-1) =
o 4 1 =-3+8+2=7

B33 R B o

@ Calcula los siguientes determinantes de orden 4 desarrollando por una de sus filas
o columnas:
a) Desarrollando por la primera fila :

P WN R

;_111 2 -1 1 2 -1 1 2 2 1 2 2 -1
S S il 221|321 |+f3 2 1 |-1]3 2 2=
272 14 14 1-1 -1 1-1 4

=1116+11-1(-11)=1-6+1+ 11 =7

b) Desarrollamos por la dltima columna :

Matematicas aplicadas a las CC. SS. II
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5 3 2 0

25 4 32 -1 53 2 53 2 5 3 2
L4 Tl L)1 1= 32 -1 |44 -3 2 1=
L 2 2 4 12 2 12 2 122 1 -1-1

= -3. (-3) -3-29+4-(-25) = 9 - 87 - 100 =-178.
B33 R G o

O Calcula el valor de los siguientes determinantes, teniendo en cuenta que :

abec
k=|def
gh i

dag adg abc
a)lebh|)-|behl|2)-|de f|=-k
fcil| |cfil|l  |ghi

1) Intercambiar dos columnas : el determinante cambia de signo.
2) Trasponer la matriz : el determinante no varia.

a+b a -c aa-c b a-c b a-c b ac abec
b)| d+e d -f|1)| dd -f|+|ed -f|2)0+ ed -f|3)-|ed f|4)|de f|=k
g+thg -i| | gg -i hg-i|~ hg-i|  |hgi| |ghi

1) El determinante cuya columna es una suma se puede descomponer en dos determinantes ,
en cada uno de los cuales habra un sumando y el resto de las columnas no cambian.

2) Si un determinante tiene dos lineas ( columnas 1y 2 en este caso ) iguales el determinante
es nulo.

3) Si los elementos de un linea ( 3% columna en este caso se multiplican por un nimero ( -1 en
este caso) el determinante queda multiplicado por ese numero.

4) Al cambiar de orden las columnas 1y 2 el determinante cambia de signo.

b 2a -3c b ac abc
c)| c 2d -3f |1) 2-(-3) e d f|2 -2-(-3)| d e f|=6k
h2g -3i [~ hgil” g hi

1) Las columnas 22 y 32 estan multiplicadas por 2 y ( -3) respectivamente, podemos

extraerlos.
2) Intercambiamos las columnas 22 y 12 luego el determinante cambia de signo.

c+2a a -b ca-b 2a a -b ca-b abec
d| f+2d d -e|1)| f d —e|+| 2d d -e |2)] f d -e|3)-| d e f|=-k
i+2g g -h|~| i g -h 2gg-h|"|ig-h|" |ghi

1) El determinante cuya columna es una suma se puede descomponer en dos determinantes ,
en cada uno de los cuales habra un sumando y el resto de las columnas no cambian.

2) En el segundo determinante las columnas 1 y 2 son proporcionales ( el doble ) luego es
nulo.
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3) En este paso hacemos dos trasposiciones ( C1 « C2y Cs « C2 ) luego después de cambios
de signo queda positivo, pero como la 22 columna es negativa el determinante sera

negativo.

B33 H B Drorom
O Halla, sin utilizar la regla de Sarrus, los determinantes :

a bc a | aF; a? abc 1 a11
a)| b cab?| bF, »%-+-%| b2 bca 1 |Extrayendo abc— 2| p2 1 1 |=0
cab ct| cF; c? abc 1 c2 11
atb1lc atb+c 1 c l11c¢
b)| b+c 1 a|C,>C1+C3| b+c+a 1l a|=(a+b+c)-| 1 1 a|=0portener C; =C,
atclb atc+b 1 b 116
33032 R Do

@ Enuncia las propiedades de los determinantes .
Utiliza las propiedades para demostrar la igualdad :

a+b b+c c+a abec

d+e e+f f+d |=2-|d e f

g+h h+i i+g g h i
EEEEEEEEEEE

Las propiedades se pueden ver en el texto.

a+b b+c c+a 2a b+c c+a 2a b c+a 2a b ¢
d+e e+f f+d 5 C1+C3=Co| 2d e+f f+d |Co»> Co—C3++Ci|l 2d e f+d |=| 2d e f |+
g+h h+i i+g bodbHea= 29 h+i i+g Jootodod> 29 hi+tg| |29 hi

2a b a 2a b c abc

2d e d|=|2d e f|+0(porserC;=2:C3)=2-| d e f|qg.e.d.

29 h g 2g h i g h i
3332 R Do

QO Calcula, por el método de Gauss, el valor de los determinantes :

1100 1100 1100
1001|FR-FR|l0-101 N 0-101
a =1.(-1)-1.-2=-2
o110 > 01 10|F+F|0011 (1)
0101 0101|F,+F|0 002
1 2 4 2 > 12 4 2 12 42
| 3 3123 |FR-3R|0-30-3 - 0-30-3_,
1 -4 4 4| F3-F, |0 -60-6| F;-2F, |0 0 0 0
-2 -7-8-7|F+2Fr|0-30-3| F,-F, |0 00O
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A la misma conclusién podriamos haber llegado al darnos cuenta gu&GC

B335 B H oo

O ® Calcula el rango de las matrices :

3o g 5 2 9 3126
3 -1 03 -2 ~ _ 1 4 1 | 6 13 10
a){—z %]’b)[16 3}'0) S s D307 911406
-2 -8 -2 -215 3
10 4 7
7 -2 12 21
il 1 -1 2 3
31 2 5
3-36 9
—lal = 3 -1|_ _
a)layl =131 =3 = rang(M) > 1; 502 =0= ranglM)=1
3
—lal = 03]|_ _
bllaz| =131=3= rangM) > 1;| | o | =-3= rang(M) =2
3 -3 -2 -4
o)laiil =1-31 =-3 = rang(M) > 1; =5=rangM)>2;| -1 1 2 |=0
-1 1
3 2 4
= rang(M) =2
5 -2

d)laj; | =151 =5 = rang(M) > 1; 14

los dos menores de orden tres que se obtiene al orlar el menor de orden 2 anterior son:

‘ =22 = rang(M) =2

5 -2 9 5 -2 9
1 4 1(=0y| 1 4 1 |=0=rangM)=2
3-107 -2 -8 -2
31 312
e)la1| =13l =3 = rang(M) > 1, 6 1 =-83=rang(M)>2; 6 1 3 [=-8= rang(M) >3
114
3126
6 13 10
= ran =4
114 6 | 8=rangm
-2 15 3
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10 4

=-2=rangM)>2;| 7 -2 12 | =-12 = rang(M) >3
1-1 2

y los dos menores de orden 4 que pueden obtenerse el menor anterior son :

Mlas| =111 =1 = rang(M) = 15| - O

10 4 7 10 4 7
721221 721221 ~
1412 3|79 14 2 3 |70=ranM=3
31 2 5 3-36 9
CHCAC LR - RSP
06 Calcula la inversa de las siguientes matrices :
1100
0 -13
A= -2 3 B= cosa sena .c=| 2 3 0|:D= 0100
2 -1 —sena cosa 5 39 1111
0001
_ . -2 2 L[ 11l -3l -1 -3 3
a) Al =% Ad(A) = ——Ad =L —_1 _
) AT AdAY = T2 3 -1) A H2ll-2l)” *(2-2) (33
2 -1
oL AR = 1 cosa —sena | _ 1 lcosal  —|send| | _
b) B 51 Ad(B) cosa Seno Ad{ sena cosa] °052“+Se”2“[ -|-sena| |cosd|
-sena cosa
_| cosa —sena | _ o,
sena. cosa
3\
33| |-1-3||-13
0 2 3 2 30
0 2 -5
-2 -5 0 -5 0 -2
=LAyt 1 - 3 |=Zi] 4 - =
c) C =5 Ad(C) 1A 31323 L 02| 32| |3o
-2 30 -2 -5 | 0 -5 0 2
-5 -32 L 3 -3 -1 -3 -1 3 y

6 -7 -9
=% 4 15 -6
21 5 -2
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1o .
d) ID|= porla 42 fila=1.| 0 1 0 |porla 32 columna=1.1 =1
1111 111 01
0001
1100) (1010 1 -100
0100 1110 0 100
t= = : i =
D=l1111 0010 [AAIPIF 4 51
0001 0011 0 001
1 -100 1 -100
0 100 0 100
—l:i 't:i =
D7 =mAdDY=1 4 ¢ 1 1 -1 01-1
0 001 0 001
BB R D

00 Comprueba que los sistemas siguientes son resolubles por el método de la
matriz inversa y halla sus soluciones :

Para saber si puede usarse el método de la matriz inversa hemos de comprobar si
existe esta, es decir, si el determinante de la matriz de los coeficientes es no nulo.

2x+4y+6z =18

24 6
a) 4x+5y+5z =21 (= |A|l=|45 5 |=-20+24+60-90-10+32=-4+0
31-2

3x+y-2z =4
( \
51| |41 45
5 -2 62| |65
24 3 -15 14 -10
. 4 3 2 3 2 4
At =ZAd(A)=-3Ad] 45 1 |=-%| - 5_2| |6 _2| —| sc| |74 28 22 14
65 -2 -11 10 -6
43| |23 2 4
51 41 45|
X -15 14 -10 | [ 18 -15-18+14-21-10-4 3 4
X=A1.B:| y|=5| 23 -22 14 21 |=3H 23-18-22.21+14-4 |[=| 2 |=]| -2
z -11 10 -6 4 -11-18+10-21-6-4 12 3
2x+3y-7z =-1 2 3 -7
b) 3x+4y-6z =5 [=|A|=|3 4 -6 |=32+42-90+140-24-36=64+0
5x-2y+4z =-7 H 5-2 4
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4 2| |3 =2|]3 a]|)
-6 4 -7 4 -7 -6
2 3 5 4 2 10
35 2 5 2 3
At=ZAdl 3 4 2 |=% —| _64| _74| —| > _6| = 37| —42 43 -9
-7 -6 4 -26 19 -1
35| |25 23
4 -2 3 -2 34|
X 4 2 10)(-1) ~4.1+2.5-7-10 - -1
X=A1B| y|=&| -42 43 -9 |.| 5 [=&| 42.1+43.5+9.7 |=| & |=| 5
z -26 19 -1 J | -7 | 26-1+19-5+1.7 o 2
y+z :1H 01 1
c) x+y-3z =8 [»|A|=|1 1 -3[=0-2-3-1-0-0=-6+0
x-2y =-1H 1-20
( \
12| |1-2| |11
-3 0 10 1 -3
01 1 -6 -2 -4
_ B} 11 01 01 _
Alt=%Adl 1 1 2 =% —‘_30‘ 10‘ —‘1_3‘ =% 3-11
1-30 31 -1
11 01 01
L[ 1-2 1 -2 11
—6 -2 -4 1 (6.1-2.8+4.1 =8 3
X=A*.B=3| -3-1 1 (.| 8 [=%] -3-1-1.8-1-1 |=| =& |=| 2
-3 1-1) (-1 ( -3-1+1-8+1-1 3 -1
38332 R Do

O O Clasifica mediante el teorema de Rouché - Fribenius, los sistemas :

\ (

x+2y+z =0 (12110 - 121]0
a) 2x+y+2z =1 [~ 212 |1|FR-2FR|0-30]1 -
5x+7y+5z=1H |575|1)F-5AR(0-30]|1)F-F
121]0 (1 21 1210
0-30]|1]|,endonderang(M)=rangl 0 -3 0 |=2, rang(M*)=f 0 -3 0 1 (=2
0 0|0 (0 00 00O0O
como rang(M) = rang (M*) = 2 y n° de incOgnitas =[B S. compatible e

indeterminado uniparamétrico.

3x+2y+z =4 0 (3 21| 4 FReFR(153]1 =
) ~2x+3y+2z =0 B» 232] 0 > 232]| 0 | R+2r

Xx+5y+3z =1 1 53] 1 321| 4 |F-3F

—4x+6y+4z=-3 0 | -4 6 4 | -3 -4 6 4| -3 | F4+4F,
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1 5 3|1 153]1 >
0 13 8 | 2 - 0138 | 2 | rang(M) = .
0-13-8|1| FR+FH |00 0] 3 |rangmr=3 > MNeompatble.
026 16 | 1) F-2R(00 0] -3 n=3
x+2y+3z =20 (1 2 3 |2 = 12 3] 2
3x+2y+2z=20 |3 2 2 |2 |R-3FR|0-4-7| -4 >
x-y+4z =1 5| 1-1 4 |1| R-F |0-3 1|-1|4FR-35
o2x+y-z =35 |2 1 -1|3)FR-2R{0-3-7|-1)4F, -3F,
12 3] 2 12 3] 2 _
0-4-71]-4 0-4-71 -4 r;ng((ll:/l/l’)*)_-34 = S. incompatible
00 25| 8 = 00 25| 8 gn_3‘ ' patibie.
0 0 -7| 8 )J25F,+7F~ | 0 0O 0 | 256 -
BB3H R Do

0 O Clasifica y resuelve mediante la regla de Cramer los sistemas :

Para la clasificacion vamos ailiaar el teorema deRouché - Frébenius y para la
resolucion el método de Cramer, como pide el ejercicio :

2x+3y+z =1 2311 - 2 311
a) 2x+2y+z =1 3~»|221|1| FR-FRR|0-10]0 -
4x+5y+2z =2 H 4522 )FR-2FR|10-10]|0)FR-F
2 31]|1]rang(M)=2
0 -1 0] 0 |rang (M*)=2 =S. compatible e indeterminado uniparamétrico.
0 0|0 n=3
=1 0O
El sistema queda = 2x+3y+2 _1 Osiz=A= 2x+3y =1-2 g Cque por Cramer :
-y =0g y =0 g
1-123 L
0 1 ~ X=5-%
X= i = =4 =2 -4 por tanto y=0
23 z=A
01
2x+y+5z =2 U 132 ] 2 - 13 2] 2
) 3x+5y+z =1 U F| 35111 |FR-3R|0-4-5]-5 >
x+3y+2z =2 002215 | 2 |R-2R|0-5 1| -2|4F-5F
2x+2y-z =-1 22-1|-1)F-2R{0-4-5|-5) FK-F
é 3;1 2 : 25 rang (M) =3 X+3y+2z =2
- rang (M*) =3 = S .compatible y determinado -4y-5z =-5 [
00 29]17 n=3 29z =17 {
00 O] O - -
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que resolvemos por Cramer :

2 3 2
-5 ~4 -5
X:|A_1| — 17 O 29 - 2'(—4)'29—S'fii.*'229'4'17+3'5'29 — _iiG — gé
1 3 2
04 -5
0 0 29
12 2
0 5-5
0 17 29
V= % = = T s T
13 2
04 -5
0 0 29
13 2
04 -5
0 0 17
2= Ty = "R
13 2
0 -4 -5
0 0 29
BB3H B Do

0@ Averigua para qué valores de m |la matriz A tiene inversa y halla A" param = 2,

Como ya hemos indicado, una matriz tiene inversa sieserminante es no nulo,
veamos pues para que valoresydes no nulo :

-1-13
lAl=] 0 2 m|[=-8-m?>-6m:m?+em+8=0=>m=-4y m=-2,
m 0 4
Luego A tiene inversa para cualquier valor delfi4, -2 }. Hallemos ahora A:
( \
20| [-10f |12
24 3 4 3 2
-1 02 8 4 -8
_ 02 -12 -10
Al= L Adj -1 20 [==3| - - =—4 4 -10 2
-1-13 3 24 24] | 3 4 32 a5
0 2 2 02| |12 -10
2 04 L |20 10| |-12] )
B35S B Drorom

00 Averigua el rango de las matrices segun los valores de m :
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Sim=+1= rang(M)=1

=m2—-1-m2—-1=0 =4 =+
m?=-1;m*-1=0;m=xJ1 =+1 Sim #+1= rang(M) =2

a)ml _)ml
1 m 1 m

b) =m3+1+1-m-m-m=m?-3m+2; que anulando :

S PP

11 m 1
m1l|-]1m
1m 11

R 3

m3-3m+2 =0y resolviendo por Ruffini, probando entre los Div(2) ={+1,£ 2}

1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
-2 -2
1 0
111)
Sim=1=>M=[ 111 |=rang(M) =1, pues los de orden 3y 2 son nulos
111

211
SiM=-2 >M=| 1 -2 1 |= rang(M) =2, pues elde orden3 es nuloy 1 _2|=3¢0
1 1 -1
Sim #1y-2 = rang(M) = 3 pues el de orden 3 es no nulo.
m111 m11 1|F-mk
0) 1m1l1 y el determinante que 1m11 Fo—F4
1 1 m 1 | resolveremosporGauss | 1 1 m 1| Fs—Fa
ivote
11 1m 11 1m %D_)
01-mil-m 1-m? 01-m1l1-mi1-m? | Fi+Fs 0 0 1-m-m-m+2
0O0m-1 O 1-m E 0 0 m-11-m [0 0 m-1 1-m
0 0 m-11-m|P® om-1 0 1-m RBiyote | 0 m-1 0 1-m
1 1 1 m 1 1 1 m 1 1 1 m
Fi1+F 0 O 0 -m?-2m+3
Ei\ﬁ)t—»e 0 0 m-1 1-m B 2 _ 2(m?2
1o m=1 o 1-m =-1.-(m-1)-(m.=1)- (-m*-2m+3) =(m-1)%(m*+2m-23)
1 1 1 m

Es decir (m - 1)3 (m + 3) al resolver la ecuacién de 2° grado ( soluciones x =1y x =-3), luego
los valores de m que hemos de discutir son :

QO Sim =1, la matriz queda :
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cuyos menores de orden 4,3y 2 son nulos y como 1+ 0= rang(M) =1

e
e
e
e

O Sim =- 3, la matriz queda :

-3 1 1 1
1 3 -3 1 1
1 1 -3 cuyo determinante de orden4esnuloy| 1 -8 1 [=27+1+1+3+3+3=41+0
11 1 -3 11
Rang (M)=3
Q Sim #1y-3, rang (M) =4 pues el determinante de orden 4 no se anula.
16 101 1110 6 | Bwte (1 1 10 6 _
d 5-m-12|CipCs 52-1-m|F-5F7|0-3 -51 -m-30 Rivpte
21 mi1 21 m 1 JFp-20-1m-20 -11 3F-F
11 10 6
0 -3 -51 -m-30 |si3m-9=06 m-3=0= m=3 con lo que tenemos dos casos :
0 0 3m-9 m-3
% Si m = 3rang(M) = 2 pues hay dos filas no nulas.
% Sim# 3rang(M) = 3 pues hay tres filas no nulas.
BB H R Do
0 O Discute y resuelve, en funciéon del parametro k, el sistema :
x+y+(k+1)z =k*+3k% U 1 1 k+1 | K*+3k8 -
x+(k+l)y+z =K3+3k> O0»| 1 k+1 1 | k3+3Kk? Fo-Fy
(k+)x+y+z =k®+3k H | k+1 1 1 | K2+3k ) F3-(k+1)F:
11 k+1 | k* +3k3 11 k+1 k* +3k3
0 k -k | —k* - 2Kk3 +3K? N 0k -k | —k* - 2Kk3 +3k?
0 -k -k>-2k | k?+3k-(k+1)(k*+3k3) ) F3+F>, ( 0 0 —k? -3k | —k®-5k*-5k® +4k? + 3k
Si-k?- 3k=0 ;k (k-3)=0, es decik = 0 yk = 3, discutamos los tres casos posibles :
Sik = 0, la matriz ampliada del sistema, después de escalonada, queda:
111]0]| rang(M)=1
000 | O ]|rang (M*)=1 = S. Compatible Indeterminado biparametrico ( 3-1=2) de solucion :
00010 n=3

X+y+z=0z=A\y=HU,X=-y-z2=A-U

Sik = - 3, la matriz ampliada del sistema, después de escalonada, queda:

11 -2]0] rang(M)=2
0 -3 3 | 0] rang (M*)=2 = S. Compatible Indeterminado uniparamétrico, de solucion :
00 O0]O n=3
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X+y—22:0D__ﬂ o . _ )
—3y+3z =0 ESIZ_/Lzy—Z—}V,X—ZZ'y—Z/L'}V—;uj(}v,/L,A,)

Sik# 0y - 3, la matriz ampliada del sistema, después de escalonada, queda como
hemos visto en la pagina anterior, despejando de abajo hacia arriba :

_ —KO-5K 53 +ak?+3k _ K(k+3)(K3+2k2—k-1) _ K+2Kk>-k-1

Z= —k2-3k = k(k+3)
_ —KA-2k3+3Kk2+kz _ —Kk*-2k3+3KP+KkA+2k3-Kk2 -k _ 2Kk?>-k _ k(2k-1) _
y= K = P =S =% =2k-1
x=K' +3K3 = (k+1)z-y=K*+3K3 - K -2I3 + K> + k= Kk} - 2Kk*> + k+ 1 -2k+1=-K* +2
ICHCHC LTS ° B T O

® O Se hanrealizado tres pruebas de consumo de un automévil. En la primera se han
recorrido 120 km por carretera 'y 40 km por ciudad y se han gastado 9,6 |. En la segunda se
han recorrido 40 km por carretera'y 120 km por ciudad y se han gastado 12,8 . En la tercera
se han recorrido 100 km por carretera’y 100 km por ciudad y se han gastado 14 I. Calcula el
consumo del coche cuando circula por carreteray cuando lo hace por la ciudad. Exprésalo en
litros consumidos cada 100 km.

ceeU)eee

2 Incégnitas:

x = consumo del auto cuando circula por carretera en | /100 km.

y = consumo del auto cuando circula por ciudad en | /100 km.

< Planteamiento :

Primera prueba - T X+105y =96 120x+40y =960

Segunda prueba —» fpsx+15ay =128 = 40x+120y =1280 [y simplificando

Tercera prueba > feex+ieey =14 xX+y =14 {
2 Resolucién :

3x+y =24 [ 11|14 > 11| 14

Xx+3y =32 [Ola matriz Ellj—’DFIB 13|32 | FRp-FL |0 2 | 18 -

x+y =14 H "1 31]24) F3-3F | 0-2]|-18 ) Fs+F>
11|14
02 : 18 | x+y =14 EI: X=14-y=14-9=5 En carretera=51/100 km
00 0 2y =18 y=2=9 En ciudad = 91/ 100 km.

La comprobacién es inmediata sin mas que sustituir en el sistema inicial.

B335 B oo
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