Tema N° 5 —/Pimites de funciones

O Calcula los siguientes limites mediante
tablas de valores :

: x-1
) lm 3

X+ f (x)
0,1] 0,183673469
0,01| 0,198396794
0,001| 0,199839968
0,0001] 0,199984000
0,00001| 0,199998400

X- f (X)
0,215686275
0,201596806
0,201596806
0,200159968
0,200016000
0,200001600

-0,1
-0,01
-0,01

-0,001
-0,0001
-0,00001

De la observacion de la parte superior se

deduce que X|Ln3+ % =02

De la observacion de la parte inferior de la
tabla se deduce :  [iIM % =02
x-0
Luego el limite buscado es 0’2

x2-4
X+2

v i,

X+ f (X)
-1,9| -3,900000000
-1,99| -3,990000000
-1,999| -3,999000000
-1,9999| -3,999900000
-1,99999| -3,999990000

X- f (x)
-4,100000000
-4,010000000
-4,001000000
-4,000100000
-4,000010000
-4,000001000

-2,1

-2,01
-2,001
-2,0001
-2,00001
-2,000001

De la observacién de la tabla se deduce :

. 16).= im0 = im, ) =~4

+4+ 4Kk KOKKS4+4
® Sea:

1

Calcula los limites laterales en los puntos
de abscisa x = 1 y x = 3, mediante tablas de
valores. - ¢ Existe el limiteenx=17?¢ yen
x=37?

---00000---

8 Enx=1

Calculamos los limites laterales en x = 1,
mediante tablas, dando valores a izquierda y
derecha de x = I y teniendo en cuenta que, al ser
una funcién a trozos con divisién en x = 1, esta
definida de manera diferente a izquierda f~ (x) =

2, yaderechaf+<x>=x2+3:

X- f (x)
0,9
0,99
0,999
0,9999
0,99999 2
X+ f (X)
4,210000000
4,020100000
4,002001000
4,000200010
4,000020000
4,000002000

11

1,01
1,001
1,0001
1,00001
1,000001

fim2=2y Jim (¢ +3) =4

®Enx=4
Ahora la funcién es la misma por la derecha y

por la izquierda de 3.

X- f (x)

2,9] 11,410000000
2,99] 11,940100000
2,999| 11,994001000

2,9999| 11,999400010
2,99999] 11,999940000
X+ f (x)

12,610000000
12,060100000
12,006001000
12,000600010
12,000060000
12,000006000

3,1

3,01
3,001
3,0001
3,00001
3,000001

Luego :

%
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Tema N° 5 —/Pimites de funciones

Iy 9= iy 09 =121 1)

No existe el limite de la funcién en x = 1
pues, como se ha visto no coinciden los limites
laterales, sin embargo en x = 3 también hemos
visto , que los limites laterales son iguales , luego
el limite existe y es 12.

4+ +Ak K@K XK+4+4
© Dadas las funciones :
=xA+1

-1 — 28 —
(X)=5=,900) =57 Y h(X) =233
calcula mediante tablas de valores adecua-

das:

a) lim f(x)

X- f (x)
2,9 -10
2,99 -100
2,999 -1000
2,9999 -10000
2,99999 -100000

X+ f (x)
3,1 10
3,01 100
3,001 1000
3,0001 10000
3,00001 100000
3,000001| 999999,9999

observando la tabla se deduce :

i = -0 | =+
Iy 9= i, 9=+

b) lim 10x)

X f (X)
10| 0,142857143
0,010309278
0,001003009
0,00010003
0,0000100

100
1000
10000
100000

X f (x)
-0,076923077
-0,009708738
-0,000997009
-0,000100
-0,0000100

-10
-100
-1000
-10000
-100000

d) Jim g(x)

f (X)

1

10
100
1000
10000

-0,666666667
333,3333333
20833,33333
2008032,129

200080032

Jim g(x) = +oo
e) Jim g(x)

f (X)

-1

-10
-100
-1000
-10000

0,4
142,8571429
19230,76923
1992031,873

199920032

Jim_ g(x) = +oo

f) Jim h(x)
X f (x)
1 0
10| -97,0776699
100| -9997,0008
1000 -999997
10000| -99999997

Jim, h() = o
9) Jim_h(x)
X f (x)
-1 0
-10| -97,0776699
-100] -9997,0008
-1000 -999997
-10000| -99999997

0 Si

+HHRKOK K44+
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Tema N° 5 —/Pimites de funciones

Jim, 109=2 Jim, g9 =7

calcula aplicando las propiedades adecuadas

a) Jim (f0) + g9) = Jim, 09+ im, g0) =

=2+7=9

) Jim, (109 = () = Jim, 1) - Jim, g(x) =
=2-7=-5
a)xlip]12-f(X)=2-)jijr]lf(x)=2-2:4

) Jim, () - 909) = Jim, 09 Jim, g(x) =
=2-7=14
lim f(x)

i fX) _ x-1 2

€) M, 565 = Tmow = 7
i ax) = [ Jm o _ o7
D lim 1 = fim 94717 = 2
S ERKROK KA+ 4

© Considera las funciones f(x) = x* , g(x) =
-x*-1y h(x) = -x* - 3, cuyas gréficas se dan a
continuacion.

a) Deduce, a partir de las graficas, los limites :

lim f(x) =+

X —> too

3

pues al tender la x a infinito la funcién también se
hace cada vez mayor.

lim g(x) =—o0

X - +too
i, hx) =

b) Calcula aplicando la propiedad L4.1, los

limites :
XILrTI-]oo(’(X) + g(X)) =+00 —o0 Ind.
Jim (f(x) + h(x)) =+o0—00 Ind.

c) Calcula los limites anteriores efectuando
previamente la suma y compara con el apartado

b)

lim (X)) +g(x) = lim (x*-x*>-1)=-1

Jim () +h(x) = lim (x*-x*-3)=-3

En el apartado b) las dos expresiones son la
misma pero en el ¢) dan resultados distintos, eso
es lo que quiere decir que una expresioén es inde-
terminada, que en unas ocasiones da un resultado
y en otras ocasiones otro diferente

+4+4+XKKOK K444
® Calcula los limites :
a)

i - =3.42 -§5. =
lim(3x* —5x+2)=3.4%-5.4+2=30

b)

lim (5x* +3x+2)=5.0%=5.0=0w
X — too

c)
. 5x2-6x+7 _ 5(-5)°-6-(-5+7 _ 162 _ 54
lim Sr=—=
WML T T a(s)1 T L T T
d)
3 3 2
o XC-5xP+6x _ 23-5.22462 _ 0 .
lim =" =252 =0 ind.

%
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Tema N° 5 —/Pimites de funciones

XB-5x2+6X _ Xx=2)(x-3) _ Hx3) _
)I(I_r,n X=x-2 Im D) (2) — |m P
_2@23 _ 2
2+1 — 3
e)
. X 2 2
lim =7 = @ - 0 = Ind.

Hay que calcular los limites laterales:

I|m —o0

X2 +4 x4 =

Pues a la izquierda de -2 x <0y (x ¥2)* =x*

+4x+4>0

+ X2 +4x+4 =

Pues a la derecha de -2 x < Oy (x +2) =x*

+4x+4>0

Por tanto

O
Xlln; X2+4x+4 — o0
o 8x%43x5 _ »
)!I—>oo 4y2+x+1 T ® Ind
8¢ ,3x_ 5
lim B85 = fjm 22 2 -
Xx—o0o Ax2+x+l X = o0 £+i+i
P
_ I|m 8+3/x-5/x?> _ 8+3/wo-5/0 _ 8_9
X > 00 4+l/)(+l/)(2 = 4+1/oot+llo T 4 -

+4++RK@OK K44+

@ Sea la funcion definida a trozos :

0 -x  xe]1,3]
9= Daox-9 xe[1,3]

Calcula los limites :
a)

lim fx) = lim x=1 pues 1€[1,3]

L4

b)
lim fx) = lim, x=1 pues 3€[1,3]
c)
limf(x) =lim2x-9=2-1-9=-7
yaque 5 [J[1,3]
FH+EXR K@K K+ S+
O Calcula los siguientes limites :
a)
im(J2x+1 +x-5)=J/2-4+1 +4-5=2
b)
lim(x? +3x+5)1 = lim (x? +3x+ )M =

:5'1 :%
c)
XIi[n2(3x—4)Jx2+ = im@Bx-4)- im Jx*+1
=(3-2-4)/22+1 =25

d)
i yxa _ Jm ¥4 11z 37
JM 6T T Tomeen) C 1L 12
x> 11
e)

lim((x+4) - (=x*-5x+2)) =
Jim(x=4) - lim(=x* =5x+2 =00 (~0) = =0
f)

Jim, (5x2 + x)3 = (J(m(sz + x)) =
=1=0

003
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Tema N° 5 —/Pimites de funciones

9)

-1
5x3+6x))

Ux-1/x> )) -1
5+6/x2

2 -1
. ¥2-1 (
)(Ilmoo( 5x3+6 x) - )(I—Iymoo

X2 Ix3-1/x3

-1
BX3Ix3+6xIx3 )) Jim

X— —00

(_%o—li)_l =07 =7 ind.

5+%

Jim,

Para resolver la indeterminacién vemos si
tiende la funcién a infinito o manos infinito al
tender x a menos infinito :

X f (x)
-1 0
-10] -0,019565217
-100| -0,00199956
-1000|  -0,0002
-10000| -0,0000200
luego :
- -1\ _
)(llmoo( 5x3 +6x) =7
h)
. 3 —6 X — )(L”Doox —00
Jim (52)" = Jim (<572) =)

00 ~® :Tloo :é =0
+4++XkKOK K4+

© Calcula los siguientes limites :

a)

: x°+4 x3+1) x5+4 x3+1 _
)I(I_mo x2-3 X2 Ilm w X2—=3 -
I|m X2 /x5 +4/x5 _ I| x3Ix3+1/x3 _

X— o0 X2Ix5=3/x5 x50  x2Ix3
lim 1+4/x° —lim 1+1/x3 _ 1+3 _ 1+4 _
xoo0 Ux3-3Ix3 x50 Ux T 1_1 1 -
1+0 1+0 1 1 :
o ~70 “9~9=%-»ind.

Para resolver la indeterminacién hacemos la
diferencia :

s
i X2 (x5+4)~(x?-3)(x3+1) _
XL"JO X2(x2-3) -

. T4+4x2-x5-x2+3x3+3

)I(I_mox+xxi(3x2+x+ oolnd

Para resolver este tipo de indeterminaciones
dividimos numerador y denominador por x
elevado al mayor exponente :

8lwo
8l

|
8l

8lw| +

1+3/x°-1/x2+3[x*+3/x7 _ 1+
1/x3-3/x5

olr

lim
X—> o0

8l

Ahora para esta indeterminacion vemos a qué
tiende la funcién al tender x a infinito :

X +4x°—X°-x%+3x3+3
Xx4-3x2

im = Jim 25 = Jim 1@ = +o0

b)

JJIlo(xm _7_) JJILO x2+1 JJ'Q

. 4xIx? X2IP-1x% _
)leoo P L S
1 1
. Alx . 1-1x% _ = 1-5 _
MM, T - im=- = =0-%

Esta indeterminacién se resuelve haciendo el

producto :
AXC-L) s AxP-4 4X2 X2 -41x>
J—»'I]oo (e+L)x T )J—lmw x2+1 JJI‘OO X2[x2+1/x2
_ 4% _ 4 _ 4
AT =2 =1 -
c)
X+5 | —2x+6) —2X+6 _
)J BANXZ - 2x3+1 )L L M 2x1 =
. XIXP+5/x2 —2XIx3+6/x3 _
—I>moo X2[x2 )J—> 10 2x3/x3+1/x3 T
: 1/x+5/x =21X%+6Ix% _ 0
im =7 Jim,—5iq5¢ - =70 Ind

Para resolver esta indeterminacién realizamos
el cociente y simplificamos :

%
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Tema N° 5 —/Pimites de funciones

(X+5)(2x +1)
m, X2 (—2x+6)

2x* +10x3+x+5

— 0
| m —2x3+6x2 - |nd

X—» —00

Indeterminaciéon que resolvemos dividiendo

numeraaor enomina Oor por x :
doryd dor por x*

I 2+10/x+1/x3+5/x* _ 2+32
! bl T Z.8

2 .
=5 ind

X— —00

Esta indeterminacién se resuelve mediante
tabla o estudiando el signo de los términos de
mayor grado :

24

2x*+10x3+x+5

)(leoo 2362 “m 23 =+
d)
3x+5 2 lim 3x+5
X°+3 +3 X“+3 | x> o .
)l(l_[g) =|i n;]o( X2-x g =1%ind.
Ya que:
3
I Xx°+3 I X2 Ix2+31x° || 1+? _ v 1
M Sz = MM znasne = Im, -+ T 11 7
lim(3x+5) =
X— o0

Para resolver la indeterminacidén obtenida

aplicamos la férmula :

lim A(x)9% = A, A9 =1 _ M (19-1)-(x)
X= X0 X ||m g(X) -0 e
X X0

X +3 _ 1) (3X+5) )|(i_) 3x° ;1.4_1;&15 3

lim

X— o0

Iuego.

2
im(522 2,43\ 3x+5 - e)(ILn;o(fﬁ )(3x+5)

JULA gz

e)

5x

® =1”ind., ya que

“ngo( x>-3

X- X2

e

-2x
. X +3x+2 —1-
Jl40] ey =17 Ind. ya que
li XP+3x+2 _ i XCIP+3xIXP+21X% _
X— o0 X2+1 - X— 0 X2/X2+:|./X2
3.2
l+x+—> 1
H X' —_— —
Im—z—=1=1y
x2
)I(Lm —2Xx=—0

Para resolver la indeterminacién aplicamos la

formula :
a3y lim = x2-2x

ex»no]o( )(23;12 1)( ZX) eango 6)(2+12 = e_s = %
puesto que

. —6—7

lim 6’;—12)( = lim =-6
X— 00 X— 00 1+-L

2
HHEARKOKK+++

@ Halla las asintotas de las funciones :

a) fix) =

O Vorticales

3x-1
X+2

Como es una funcion de tipo racional las

asintotas verticales estaran en los valores que
anulan el denominador: x + 2 = & = -2,
pues :

3x+1

X2 =0

I|m

La recta x = -2 es la asintota vertical.
O Horizontal

y= lim xl-3

oo X2

Larectay = 3 es la asintota vertical.
O Oblicua

Como
Jim 5 - Jim i;ﬁi =0, no tiene.

%
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Tema N° 5 —[2imites de funciones a7
Patsl C) h(x)=e™
— X°+4X
b) g(X) X2+1
® Verticales .
() Verticales. . . _
No tienepues no existe ningun gue :

Funcion de tipo racional, las asintofps ,
verticales seran los valores que anulef el )erQ e™ =1w
denominador: 0

_ ® YHorizontales .
x>+ 1200 no tiene.
= lime*=e*=%=%=0

() Hortzontales y= X= Foo € %

— im X+ _ lim BIG+2I3 La asintota horizontal es la regta O
y= Xyt X2HL T ot X2DX3HLXE

Leal ® Oblicuas.
- . +4/x - .
- )(Ilmoo Ux+lix3 +oo = No tiene. ) _ . L
m = Xllmoo = Ilrpw i 0
) Oblicuas -

® Rectas de ldormay = mx + n, en
donde :

luegono tiene asintotas oblicuas

FHHRKOK K44+

)(3)(;4x2
1 X°+4x
m = I|m = I|m — = lim
X— too X X— too X— too x3+x
3.3, 402/03 4
: LS+ _ 1+4/x _ 1+ _
XI_I,TOO Bh3+xix3 T )(I_I,rinoo 1+1/x2 7 144 T 1

x3+4x2 —
—I|m f(x) —mx= |Im( 1 —x) =
. H AxP-x _ 4-1/x
- Xl_I)TOO x2+1 T X“rPoo 1+1/x2 =4
Asintota oblicugy = x + 4.

@ Cuando es de tipo racional f(x) / g
si realizamos el cociente de polinomios
f(x) = g(x) - c(x) + r(x) en donde c(x) es

polinomio cociente y r(x) el polinomio res{p,

la asintota serd c(x) si el grado de f(x
grado g(x) + 1:

4x%-x
X2+1

—x-4
x2+1

=x+4+

Luego la asintota oblicua es y = c(xx = 4

t Ejercicios y problemas.- Pag.112y sig.]

O Calcula los limites :

—x*+3x-5 )
. +3x— . _
a) JJ—»OO X4+2x2+3 JJ—[K'O ﬁ_'_zﬁ 3 -
x4 TxA x4
3 _5
|| _1+X3 x4 _1+%_% —_1 — _1
X—>n;> 1+5+3 1+2+3 1
X X
A2 3
P: b x4+x2+3 L ATATE
y ))IJ_,OO—X3+3x— JJ—mo_ﬁ 3x_5
b | A AT
1+L+3
fim —52% =3 Ind (£)
X TXTE T

Para resolver la indeterminacion hacemos
la tabla dando valores a x cada vez mayores
y observamos que la funcién se va haciendo
mas pequefia o estudiamos el signo :

%
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Tema N° 5 —/Pimites de funciones

. xX4+x2+43 T x4 T _ - _
)'(L'TJO -x3+3x-5 Xl—>oo -x3 = Xl—>oo X=70
2o x,6
C) “m X“+x+3 | )(5+)5+x5 _
X o0 X5=3x2-5x T x50 X5_32 _Bx
PR
1.1.6
i B4 x5 _ 1lotlleotblo _ O _O
X o0 1_%_% — 1-3/0o-5/c T 1 T
FHERKOR KA+

® Calcula el limite :
. 1 .
)I(mg(xz +x+1)= =1 Indeterminado
ya que:

)I(irrg)(x2+x+1):o+0+1 =1
y

11
limys =5 =
Para resolver este tipo de indeterminaf

nes aplicamos la formula :
' -1). . 1)L
eypg)(f(X) 1)-900 — e)lgrg)(x +x+1-1)75 _

X(x+1) X+1

1
x3 :exL 2 = @0 o

exlm) —e”=-w

+HHRKOK K44+

© Calcula el limite :

_5
Hnyx2—3)*2:1wlnd
X—)
ya que

)I(irr;(xz—3)=22—3 =1

=00

Para resolver la indeterminani aplica;
mos la formula.

5(x2-4)

5 li
X2

X2 = eX—>2

o ), .
eXlez(x 3-1) e lim5(x+2) _

8
@5(2+2) = g20

+HH R KON K44+

® En las condiciones del ejemplo anterior,
calcula a cuanto asciende la factura de un
usuario que consumié 22 me® .

---00000---

La funcion, hallada en el ejemplo del
libro, es :

=D 0116x+116  Si0<x<15
 [13'34+0'348(x-15) Six>15

Para x = 22, habrd que sustituir en el
segundo intervalo o trozo :

1(22)= 13'34 + 0'348 - (22 - 15) 45’776
euros.

R X@O@K K44+

I0-

© Los costes de fabricacion de un deter-
minado articulo se dividen en costes fijos y
variables . Los fijos son independientes del
nimero de unidades fabricadas y ascienden
a 0,08 millones de euros. Los variables
ascienden a 24 euros por cada unidad .

a) Si x es el nimero de unidades fabrica-
das, explica qué expresa la siguiente funcion:

f(X) — 0/08-136+24X

b) ¢Calcula cuanto cuesta producir cada
unidad si se fabrican 2 000 unidades?

¢) ¢Cuanto cuesta si se producen 2 millo-
nes de unidades?

d) ¢A qué valor se acerca f(x) si el
nimero de unidades fabricadas pudiera
crecer indefinidamente ?

e) Dibuja la gréfica de la funcion f.

---00000---

%
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Tema N° 5 —/Pimites de funciones

a) Expresa el coste por unidad.

b) f(2000) = 20810202000 _ g4y,
c)
f(2-106) = £0810+28210° = 94104

} 108.106
d) lim 22819429 — 24 euros.

X— ©

AR 1000 1500 2000 2500 3008

FHERKOK KA 44

ACTIVIDADES

Cuestiones

O ;Puede existir el limite de una funcion
en un punto en el cual no esté definida?
Razona tu respuesta.

Si, pues en la definicién de limite en un punto
no influye el valor de la funcién en ese punto.

Por ejemplo:

fx) = 03x-2 x<1
x2 x>1
Tiene limite en x = | ( es uno ) y no existe
parax = |.
+++XRkKkO@K K+

9

® ; Puede ocurrir que una funcién siempre
positiva y otra siempre negativa tengan el
mismo limite en un punto? En caso
afirmativo, da un ejemplo.

---00000---
Si pero tiene que tender a cero, para que sea
a su izquierda negativo y a su derecha positiva (
o viceversa ).

Por ejemplo: f(x) = - (x + 1) <0 0x 00O
ygx)=(xx+1)*=200x 00 ycumplen:
lim f(x)=0= lim g(x)
+H+ER K@K K+

© ; Puede ocurrir que dos funciones f y g
no tengan limite finito en un punto x = a 'y que,
sin embargo, su cociente c(x) = f(x)/g(x) si
tenga limite finito en dicho punto? En caso
afirmativo, da un ejemplo.

---00000---

Si, pues la indeterminacién oo/oo al resolverse
puede dar un nimero distinto de infinito.

Por ejemplo :
i 2 _1 = i 2 —
Iim 2x* =1 =coy Jim x* +x =0
pero

. 2_
J(LmMZZ:#oo

0 X2+X
R KO K44+

® . Existen dos funciones fy g tales que

Jim, f(x) = Jim, g(x) =+oy

Jim (f(x) + g(x)) =472 Y tales que
Jim (f(x) — g(x)) =4? Justifica tu respuesta
y, en caso afirmativo, da un ejemplo.

---00000---
La primera condicion es de imposible cumpli-

miento pues la suma de dos infinitos es siempre
infinito.

%
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Tema N° 5 —/Pimites de funciones

La segunda si pues ©0—00 es indeterminado,
indeterminaciéon que resuelta puede dar cual-
quier valor.

Ejemplo:

Jim, f(X) = Jim,(x* = x+4) =+
Jim, g(x) = Jim,(x* = x) = +o

Jim, Ax) — g(x) :Jifllo(xz—x+4—x2+x) =4

FHERKOKK A4+

© . Puede ser la recta x = X una asintota
vertical de una funcién definida en xo ?

---00000---

Si pero ha de estar definida en x = xo en otro
intervalo o trozo.

(0= 07 Six#0
N2 Six=0

Tiene una asintota vertical en x = 0 y esta
definida en x = 0.

+HHRK@OK K44+

® Razona si son ciertas 0 no las siguien-
tes afirmaciones. En caso afirmativo, da un
ejemplo:

a) Una funcién puede tener infinitas asin-
totas horizontales.

b) Los polinomios
alguna asintota.

pueden presentar

---00000---

a) Cierta, algunas funciones periddicas como
tgx, cotgx, secx, tiene infinitas asintotas
verticales.

b) Cierta, con matices:

i se puede decir que la funcién f(x) = 3 tiene
una asintota horizontal en y = 3 pues su limite
cuando x tiende a infinito es 3 ?

10

¢ Se puede decir que las funciones f(x) = mx
+n tiene asintotas oblicuas en y = mx + n, por
que cumplen la definicién ?

FH R K@K K+ 4+
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