Tema N° 5 —/Pimites de funciones

Ejercicios y problemas

@ En la figura se representa la funcion f.

Calcula :
a)f(-1)=-2
b) Xur_rlL f(x)=-1
c) lim, f(x) =2
d) f(2); 2 f(2)
e) lim f(x) =0
f) Jim, f() =0
9) f(3) =2

h) lim f(x) =2
i) lim, f(x) = 1

En x = -1 no existe limite pues no coinciden
los limites laterales.

En x = 2 si existe limite pues los limites
laterales tiene el mismo valor.

En x = 3 no existe limite pues no coinciden
los limites laterales.

FHERKOK K+ 4+

® En la figura se representa la funcion f

11

Calcula:

a) Jim f(x) =+

b) lim f(x) = +o

¢) lim, f(x) = oo

d) Jlim f(x) = o0

e) lim f(x) = -0

f) Jim, f(x) = oo

) limf(x) =~

h) Jim f(x) =2
FHHRKOKK+++

© Calcula los siguientes limites de funciones
polinémicas :

a) lim(-x* +6x-8)=0+0-8=-8
b) Jim(x® —6x) =(-2)° -6(-2) =4
c) )!qu(x7 +6x2 -8x) =(-1)" +6(-1)2 -8(-1) =

=-1+6+8=13
d) lim(2x® -6x%)=2-3°-6-3°=0
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e) Jim (4x® = 3x2 +2x) = 4(-0)® = -
f) xﬂrllo(xz —-2x+5) = 0% =+
g) JLFI;O(4X4 +3x3 +2x?) = 4(~00)* =+

h) Jim (- =x+1) = ~(+%0)* = =0

++4KkKOKKSF4++
@ Determina el valor de los siguientes limites
de funciones racionales :

a) !( qu );52:-15(3({21-? — 1152++150‘-11_21+81 — _1_122 — _1
b) lim - S -t

o) Im3 =% =2

d) I|m X°-16 ==y

€) lim S2ex? = 12212 = S jng

Este tipo de indeterminacion se resuelve
factorizando y simplificando factores comunes
en el numerador y denominador.

Para factorizar el numerador usamos Ruffini:

-1 -2
3 2
2 0
-2
0

Luego X + 2x* - x -2 = (x -1):(x + )(x + 2)

Para factorizar el denominador resolvemos
la ecuacion de 2° grado x*> + 3x-4=0:

~3+/9+16 _ -3+/25 _ a5 _ x= 1
= 2 -7 > =4 _
x=-4

Luego x> + 3x - 4= (x-1) - (x + 4)

12

Y el limite queda :

l (x=1)-(x+1)-(x+2) _ l (x+1)-(x+2) _ 23 _ 6
M =Ty ey WM—FGea =75 =5
2x342x2-12x _ 0
f) I|m ﬁs e = ind.

Como en el caso anterior para resolver
esta indeterminacién hay que factorizar, pero
ahora es mas ficil pues basta extraer factor
cominalax:

X(2x2+2x-12)
X 0 X(X2-4x+6)

2x242x-12 _ -12
X2-4x+6 ~ 6

=|im =-2
X— 0

xx2

36 = ind.

Q) I|m

Para factorizar el numerador resolvemos la
ecuaciéon x*-x-2=0:

_lim_lig_ljx: %=2
X=—% =% =0 _ 2__
X==%=-1

Luego x? -x-2=(x-2)-(x+1).
Para factorizar el denominador extraemos
factor cominal 3:3x-6 =3 (x-2)

El limite queda :

. (x=2)-(x+1) xt1 _ 3 _
Mm% =M =3=1
h) I|m —=2- =2 ind.

En el denominador extraemos factor comun
a2:2x-10=2-(x-5), luego:

I\)lH

1
lim 565y Z(X_S) = Im% > =

) lim 57 =7 ind.

Para resolver la esta indeterminaciéon o
hacemos la tabla de los valores préximos a 2 a
derecha e izquierda o estudiamos los signos del
numerador y denominador para esos valores :

1-x <O im 1-x
-X)2 >0 x-2- (@%°

— —00

|:| 2
|:|(
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4 U 1-x <0 1-x  _
Six-2 ZH@-x? >0 ARew T
Por tanto :
lim 557 =~
-7 -
) Jim oses == ind.
b -7 <0 . -7
Six=>-3" D( +3)2 >0 = M Szgas =7
+D =7 ; -7 _
S 30 3)2 >0 A Fews =
Por tanto :
. -7 _
Jim erers = 0
k) Jim X5 = 8jpg.
. Ox?+5 >0 2y
SlX—»—l‘E)Hl >0 = im X =
. Ox?+5 >0 2y
SIX_)_:I'+Ex+1 >0 jxll%);uf:
y por tanto :
I|r_n Xx++15 =
)ling s7=cs =5 Ind.

O -3X <0 . -3
Six->5" E X2 -4x-5 <0 2|XI_I‘EX2_4))((_SZOO
O -3X <0 . -3
Si x—»5"* E W2 —Ax—5 <0 2!!_[:751)(2?&_5:—00

ll) Jim %% = 2 ind.

Para resolver esta indeterminaciéon se divide

numerador y denominador por

la  mayor

013

potencia de la variable, x* en este caso, se
simplifica y se vuelve a sustituir :

_1+0 _ 1
—0+0 T O

X2 /X2 +4/x2
Aim Seemne

4
. 2 .

= lim —%5 ind.
X— +o0 7_)(7

para saber si tiende a + © 0 -0 vamos a
hacer la tabla ya que en los casos anteriores
hemos estudiado el signo, para practicar ambos
métodos:

X f (X)
1 -5
10 13
100| 102,0816327
1000/ 1002,008016
10000| 10002,0008

= +o0

Jim, 5%

x2-1
“o0 X2=2x+1

m) Jim =< ind.

Resolvemos :

x2/x2=1/x2

2
—_ A IA LA X
Im X2/X2-2x/x2+1/x2

=,Jim m?

1
==

3x2-x—2
x2-12x+12

f) lim

X—> oo
resolvemos :

3X2 /X2 —xIx2—-2/x2
X2 [x2-12x/x2+12/x?

3-1/x=2/x?
1-12/x+12/x2

= Jim =3

X— -0

lim

X— o0

+ 4+ KKOKK+++

0 0O Sea la funcion :

X—4 Six<-2
f(X) = 0-x2+3x+4 si —2<x<1
2x—-1 six>1

Calcula los limites siguientes mediante
técnicas de calculo sistematico :
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a) !(in%(3+2x—‘/5x—1):
2),Jiny 109 = iy (x~4) =3 -4=—7 i
=3+2.2-,/5.2-1 =3+4-/9 =4

ya que a la izquierda de -3 la finciéon f(x) viene

definida por el primer intervalo o trozo x - 4. b) ||m(g§j x-6 _ gg’“i 6_-9-3_ %
lim f(x) = lim (x-4)=-3-4=-7 :
A, 109 =,lin,(x~4) =3 C) )!m(Sx? x>+ 4) =5.(-1)-¥5 =-5¥5

pues al acercarnos a -3 por su derecha
también estamos en el primer intervalo o
trozo.

d) !(quex+l - e1+1 — e2

. 1\3x%4+5x-1 _ f1yoo _ 1 _ 1 _
e) Jim () =(3)"=7-=%=0
Por tanto al coincidir los limites laterales :

o 0 )i (55)" =) =07 =
)!mf(x) =-7 = °°(
g) Jim (5x3 +1000)° = —o0® = o
b) lim f
) Jim, £(x) h) Xumw2—6><+3 =27=2+=%=0
Hallamos lo limites laterales: S0 T P P

Jim 1(x) = lim (x-4)=-2-4=-6 0O Calcula los limites :

lim_f(x) = lim (—x?+3x+4)=-6 —3x%45
x-»r:9+ () X—>r—‘g+( ) a) Xl_l,mw(3x2—4x T x+2 )_
Por tanto : -18x3+30X _ oo :
=M Fazeex =% INd.
XIirpzf(x) =-6
~ Para resolver esta indeterminacién dividimos
. ambos términos por X:
¢) limf()
hallemos los limites laterales : lim =18+3002 _ -18+%2 18 _ _6
X +op 3t2/x-6/x2 T 3426 T 3 7
lim f(x) = lim (—x?+3x+4)=-1+3+4=6
X»T‘ ( ) X»q'l‘( ) b) Iim(3X+1 x2-5Y\ _ Ilm 3x3+x2-15x-5
Xor to\X2=1 = =8 J T x5, 1  —-8x2+16

Jim. 09 = Jim (2x-1) =2-1=1 | |
=2 indeterminado

Como los limites laterales no coinciden, no

existe limite en x = | Ahora dividimos por X numerador y

denominador :

3+1/x=15/x2-5/x3 _ 3+1/00—15/00—5/0

' i i [im = =3in
d) limf(x) =Jim f(x) Jim f(x) =2-2-1=3 N T gl 16/x3 —8/oo+ 16/ 5 ind
44+ RK@OKKS 44 Indeterminacién que resolvemos mediante la
tabla :

0 ® Calcula los siguientes limites:

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II



Tema N° 5 —/Pimites de funciones

x | f (x)
-1 1
10| 3,514030612
-100| 37,36378526
-1000| 374,8738754

Luego vemos que el limite va creciendo ¥

I|m

15

5/x2-x2/x2 _ l 5/x-1 _ 5lo=1 _ -1 _ 1
3IX2-X2[X2 T x5 o0 3IX2-1 T 3Blo-1 T -1 T
3x 1
lim ==
X— -00

Para resolver la indeterminacion1” aplicamos

tenderd a + © la formula :
i X _Ix3y_3_18 _ I|m( 5-x2 _1).3><2+1 lim —2 3x%41
C)Lm% x3  x2-9/ —0° 0 —PTX € A 3 2 Zeexwsd 2 =
1
Indeterminacién que resolvemos haciendo Ig 9o o i
diferencia : lim 3x2+1 im | S S
. eX—|>moo 32 — eX% “0 3/xé—x4/x =e X —
s X243x=Tx+3 _ x2-4x+3 _ 0 :
lim =52 = lim #2252 = § ind.
ex=e3=%
T - ~es
Descomponemos en factores y simplificamos :
2
; 4x-3\ % :
(=30l _poxl _2 _ 1 b) lim (£5)¢ =1~ ind.
Iim G = iM%z =5 =3 ) Ze
3x2 6x2+4 yaque:
d) Ilm X+
4x-3
Jim (7=2) =
realizamos la diferencia:
o Bx3-6x3-6x2-Ax—4 _ i —6x2—Ax-4 _ lim % =0
xl_l,moo 2X2+2% _XI_I,rPOO 2x2+2x ® X +oo

Resolvemos la indeterminacién dividiendo pof
x* los dos términos :

—6-4/x=4/x? _ —6-4lo—4lo _ —6 _
Jim == o 2+2/0 2 =3
++4RkKOKKSF4++

0 O Determina los siguientes limites :

3x%+1

a) Im(5%) * =1-ind.

pues, hallando el limite de la base y el de

exponente :
I. 5-x2 - d
Xln’lo 352 ) — == INd.

Dividimos numerador y denominador por X

para resolver la indeterminacion :

Aplicamos de nuevo la férmula :

o im (45-1).22

X—> +o0

_ 2
lim =L — alim 525
eXa +oo £4%=

—ex 26

- -1
lim —22he MU 7 -1
Cxo +o 24x/x2-2/x2 = @ X2 =—@eo =Zew®
1 _ 1 _
= —= = 0
. X )
c) I|rr31(3x—8)x-3 =1~ ind.
X—
ya que :
Iim(Bx-8)=1ylimZ; =3 =
x_>3( ) y X-3 =3 0
Resolvamos la indeterminacién :
x . o)X . 3X(x=3)
eIﬁn(3x -8-1)25 eyg(Sx 9)35 :e)l(m 3 —
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i3 _ g9

(x—2)2

d) lim(*53°

hallemos el limite de la base y del exponente :

4-10+6
—-2+2

X2+5x+6 _
X+2

lim

X— -2

— 0
o Ind.

factorizamos el numerador y simplificamos par3
resolver la indeterminacion:

fim 55 = lim(c+8) =243 =1
-3 _
)!'mz 22 0 ®

. . A o)
Luego tenemos la indeterminacion 1,
resolvemos :

que

lim (x2+4x+4} 3
x- -2\ Xx+2 x+2)2 _

- x2+5x+6_} 3
exlln-]z( x2 L 22 =@

., _Hsix—»>-2"e™=0
& T msixos—2* er =
D —

luego, al no coincidir los limites laterales, no
tiene limite

S E T JOE T e

00O Halla las ecuaciones de las asintotas
verticales y horizontales de la funcidon
representada en la figura siguiente:

® Verticales

B En x = - 2, pues:

16

Q lim_f(x) = +oo H
@ I|m LX) =+o0 E

Enx = I, pues:

Elim f(x) = —eo
5lim ) =+oc

MO

En x = 4, pues:

Qllm f(X) = —o0
@Ilm f(X) = —o0

MO

@ Horizontales
y=Jim f(x) =1
y=lim (9 =0
S & JOL & S o g

00 Halla la ecuaciéon y dibuja una funcién
racional tal que:

® Tenga la asintota horizontal y = 3.

® E| denominador sea de grado uno.

® x = 2 sea una asintota vertical.

® Pase por el punto (1, 0).
---00000---

Es de tipo racional f(x) = P(x)/ Q(x) y el
denominador de grado uno , luegoQ(x) = ax+ b.

® x = 2 sea una asintota vertical.
Luego el denominador se ha de anular para x =

2, es decir Q(2) = 0; 2atb 00 b= -2ay
sustituyendo Q(x) = axre - 2a = a( x - 2).

® Tenga la asintota horizontal y = 3.

Ha de cumplirse que su limite al tender x a
infinito sea 3 :
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Jim 169 =3

Como f(x) es racional y el grado del
denominador es uno el del denominador también h3
de ser de grado uno ( para que su limite seg
definido ye igual a 3), es decirP(x) = cx + d, con lo
que el limite queda :

- _cxtd _ ¢ _
Jim f(x) = lim Q(X) =lim 26 =2 =3
luego despejando c = 3a.
® Pase por el punto (1, 0).
Debe cumplirse f(1) =0
La funcién hasta ahora es :
Bax+d
f(X) = 22y » luego:
f(1)=0=355 =% =3a+d=0y

d = -3a, con lo que la funcién queda :
3ax-3a _

f(X) =362 =

que representada :

3a(x-1) _ 3(x-1)
ax-2) — x2

+HERKOK K+ +4

Q0@ Encuentra la asintota oblicua de la

funcion:

X3-x2+1
2x2—x+3

f(x) =

17

Q Considera una funcién de la forma f(x) =
P(x)/ Q (x) donde P(x) y Q(x) son polinomios de
grado mayor que cero. Teniendo presentes los
calculos que se han hecho para responder el
apartado anterior, explica de manera razonada
gue la funcion solo puede tener una asintota
oblicua cuando el grado de P exceda al de Q en
una unidad.

---00000---

Para hallar las asintotas oblicuas y =mx + n

f( ) x3=x2+1 3

— lim ¥ _ 2203 —x2+1
m= Jim 4 = Jim 5 = im E20et
que es indeterminado del tipo ©ofoo

indeterminacion que se resuelve dividiendo ambos
polinomios por x elevado al mayor exponente ( %
en este caso ):

1-%+%
- lim 3 1-leotlloo _ 1
= Jam 2-3+5 2 0erdlo
x3=x2+1  xY\ _
n= Ilm (f(X) mx) = Ilm <2x2—x+3 5) -

—x2-3x+2 _ -1

lim 4x2-2x+6 — 4

X— Foo

en donde hemos dividido por ¥ ambos términos,
simplificado y sustituida

Luego la asintota oblicua es :
—x_1
Y=2-13
Q Sea grado(P(x)) = a, grado(Q(x))= b, para
que una funcién racional tenga asintota oblicua ha

de cumplirse que a = b+l

Como la ecuacién de la asintota oblicua es y =
mx + n, en donde :

= I|m puede suceder :
®a= g ();rados |guales )
m =x|l X< = Im XQ(X) =0 no tiene.
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Ya que en el limite anterior el numerado es de
un grado menor que el denominador.

@Sia<b+1
Por las mismas razones del apartado anterior m
= 0y no tiene asintotas oblicuas

® Si a>b +1 ( el grado del numerador
supera en mas de uno al del denominador )

( PX
o XQX) T

= I|m = I|m =400 NO tiene

pues ahora, en el limite, el numerador tiene mayor
grado que el denominador.

@Sia=b+1

En el limite para calcular m, el grado de
numerador es el mismo que del denominador ¥
sera finito y distinto de cero lo que nos asegura qus
tendrd asintotas ablicuas:

m = lim %2 = lim 5% =
Yo o0 4o XQM) T
apx@+an@ 1+ +an
. by xP+boxb=1+ +bn
m = lim % =
X— too

apx@+ax@ 1+ +an
xP+boxP-1+. . +0bp) —

x—> +oo x(by

ajx®+a x4+, +an _
Xo oo D1XPHI4+boxP+  +bpx T

_ ajxd+apx@ i+ +an _ ag _
= Y, axarbpPr bk b1 S R-{0}
+++XX@KK+4+4

00 Calcula las asintotas de la siguiente
funcion:

540%2_
f(X) X ;%xl 5
---00000---
@ Verticales.
Al ser una funcién racional estaran en log

valores que anulen el denominador :

18

x*-1=00 x¥*=10 x= #1

@ Horizontales

Xo4+2x2-5 __
x4-1

y=Jm, 109.= Jim

X2 /X5 +2x2/x3-5/x5 142/x3-5/x5 _

= |lim

X £ x4/x5-1/x5 Xor doo  LIX=1/x®
+2-2 _ 1 -
=—1 71~ =% =t No tiene.
® Oblicuas

Como el grado del numerador supera en uno al
del denominador si tendra oblicuas de la forma y =
mx + n.

Sabemos que hay dos métodos, si son racionales,
: aplicar las formulas de la pendiente y la ordenada
en el origen y dividir los dos polinomios y tomar el
cociente, vamos a aplicar el primero ya que estamos
en el tema de limites :

m = fim 5= Jim 252 =1
n = lim (f(x) -mx) = Jim (522 -x) =
= lim 2525 =0
¥o +oo  X*-1
Luego la asintota oblicua es :
y =X
FH+HERKO@K K+ ++

00O La poblacién de un Estado, en millones
de habitantes, se rige por la funcién siguiente:

5(t-2)3
50+(t-2)2

P(t) = +30

a) Calcula la poblacion actual (t = 0).
b) Calcula la poblacién dentro de diez afios.

c) Determina la ecuacion de la asintota
oblicua A (t).
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d) Halla la poblacién aproximada que tendra
este Estado dentro de diez afos,
mediante la funcion A(t). Compara el
resultado con el obtenido en b); ¢qué
error absoluto se comete con dicha
aproximacion?

Calcula el correspondiente error relativo .

f) ¢Cuanto valdrian el error absoluto vy el
relativo si empledramos la funcion A(t)
para calcular la poblacion que tendra dicho
Estado dentro de cien afos ?

¢ Qué sucede a medida que pasan los
anos ?

9)

---00000---

5(-2)8
50+(-2)2

a) P(0) = +30 =29'25925926

es decir 29 259 259 habitantes .

b) P(10) ==& +30 =52/45614035

50+82

es decir 52 456 140 habitantes .

c) A(t) =mt+n
P(t)

t

— 5t3-30t2+60t-40 30) —
tllmw tllmw( t3-4t2+54t T )=

5— 3to 6é) 43(3

— I t2 t 30 | —

_t“m( 1-44+54 +TJ =3
— 100 t2

n= tErpOO(P(t) -5t) =

( 5t3-30t2+60t-40-5t3+20t2-270t
t2-4t+54

= lim +30) =

t—> oo

-10t2-210t-40
t2-4t+54

= lim +30) =

t- too

= lim (R2%=2040) 4 30 = —10 +30 = 20

to +oo t2-4t+54

Luego la asintota oblicua es:

19

A(t) =5t + 20 .
d) A(10) =5 - 10 + 20 = 70 millones de
habitantes.
Ea=| M- A(t)| ; M = valor exacto.
E. = |52 456 140 - 70 000 000 | = 17 543
860 habitantes

Ea _ 17543860
— ™M ~ 52456140

e)E, = .100 =33'44%

f) M = P(100) = &2 +30 =517'4621918
es decir M = 517 462 192 habitantes

A(100) =5 - 100 + 20 = 520 millones .
E. = IM-A(100)| = | 517 462 192 - 520 000 000 |
= 2 537 808 habitantes.

Er = = si7isster - 100 =0'49%

g) Hallamos el limite de P (t) cuanto el tiempo
tiende a infinito y, como el numerador es de mayor
grado que el denominador, vemos que tiende a
infinito, pero como hemos comprobado en los
apartados anteriores a medida que t crece se acerca
de cada vez mds al valor de la asintota oblicua.

SHERKOK KA 4+
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