
n�8Q�PDWHULDO�UDGLDFWLYR�VH�GHVLQWHJUD

HQ� IXQFLyQ� GHO� WLHPSR�� PHGLGR� HQ� GtDV�

VHJ~Q�OD�IXQFLyQ�

0�W�� �0�H
��ª�W�

GRQGH� 0�W�� HV� OD� PDVD�� HQ� PLOLJUDPRV�

H[LVWHQWH� HQ� HO� LQVWDQWH� W� \�0�� HV� OD�PDVD

DO�LQLFLR�GHO�SURFHVR��6L�OD�PDVD�LQLFLDO�HV

GH����PJ��FDOFXOD�

D��/D�PDVD�H[LVWHQWH�DO�FDER�GH����GtDV

\�DO�FDER�GH����GtDV��

E�� �&XiQGR� VH� KD� GHVLQWHJUDGR� PiV

UiSLGDPHQWH�� HQ� ORV� GLH]� SULPHURV

GtDV�R�HQ�ORV�GLH]�VLJXLHQWHV"

���RR�RR���

a) M(10) = 50·e-0’1·10 = 50·e-1 = 18’393 mg

     M(20) = 50·e-0’1·20 = 50·e-2 = 6’767 mg

b) La velocidad de desintegración la
medimos con la velocidad media de desinte-
gración es decir la tasa de variación media :

TVM[0,10]=
M(10)−M(0)

10−0 = 18 �3939−50
10 = −3�161

mg
dĺa

TVM[10,20] =
M(20) - M(10)

20−10 = 6�676−18 �3939
10 = −1 �17

mg
dĺa

Luego se ha desintegrado a mayor
velocidad durante los diez primeros días
pues su TVM es mayor en valor absoluto.

���77�77���

o� &DOFXOD� OD� SHQGLHQWH� GH� OD� UHFWD

VHFDQWH�D�OD�JUiILFD�GH�OD�IXQFLyQ�I�[�� �[�

����[��HQ�ORV�SXQWRV�GH�DEVFLVD�[�� ����\�[�
 ���

���RR�RR���
La pendiente de la recta secante es la

tasa de variación media en los puntos:

m = TVM[−1, 2] =
f(2)−f(−1)

2−(−1) =
8−(−1)

3 = 9
3 = 3

���77�77���

p�/D�SRVLFLyQ� HQ�IXQFLyQ�GHO�WLHPSR�GH

XQ� PyYLO� TXH� VH� GHVSOD]D� VLJXLHQGR� XQD

WUD\HFWRULD�UHFWLOtQHD�YLHQH�GDGD�SRU�

I��W� ��W���W�

VLHQGR�W�OD�KRUD�GHO�GtD�\�I��W���VX�GLVWDQFLD

DO� RULJHQ�� �&XiQGR� YD� PiV� UiSLGR� HO

PyYLO��HQWUH�ODV���K�\�ODV���K�R�HQWUH�ODV���

K�\�ODV����K"

���RR�RR���

La velocidad media se calcula mediante
la TVM en cada uno de los intervalos :

TVM[3, 5] =
f(5)−f(3)

5−3 = 175−111
2 = 32

TVM[12, 19] = f(19)−f(12)
19−12 = 399−336

7 = 9

El móvil va más rá pido entre las 3 y las
5 horas.

���77�77���

q�&DOFXOD�OD�GHULYDGD�GH�ODV�VLJXLHQWHV

IXQFLRQHV� HQ� ORV� SXQWRV� GH� DEVFLVD

LQGLFDGRV�

D��I�[� �[��[���HQ�[ ��

E��J�[� ���[����HQ�[� ��

���RR�RR���

Para calcular las derivadas pedidas
vamos a aplicar la definición: 

a) f ’(-1)=lim
hG 0

f(−1+h)−f(−1)
h =

= lim
hG 0

6(−1+h)−(−1+h)2−6(−1)+(−1)2

h =

= lim
hG 0

−6+6h−1−h2+2h+6+1
h = lim

hG 0

−h2+8h
h = lim

hG 0
8 − h = 8

b) lim
hG 0

g(1+h)−g(1)
h = lim

hG 0

1
(1+h)2 − 1

12

h =
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= lim
hG 0

1−(1+h)2

h(1+h)2 = lim
hG 0

1−1−2h−h2

h(1+h)2 = lim
hG 0

−h(2+h)
h(1+h)2 =

= lim
hG 0

−(2+h)
(1+h)2 = −2

1 = −2

���77�77���

r+DOOD�OD�HFXDFLyQ�GH�OD�UHFWD�WDQJHQWH

D�OD� JUiILFD�GH�OD� IXQFLyQ�I�[�� � �[�����[� �

���HQ�HO�SXQWR�GH�DEVFLVD�[� ���

���RR�RR���

La ecuación de la recta tangente en un
punto de abscisa x = a viene dada por la
ecuación :

y - f (a)= f ‘ (a) ( x - a )        (1)

D f(2) = -22 + 6·2 - 3 = 5.

D f ‘(2)= -2·2 + 6 = 2.

Sustituyendo en (1) :

y - 5 = 2 ( x - 2) 

� Ec. explícita ≡ y = 2x +1  .

� Ec. general o implícita ≡ 2x - y +1 = 0

���77�77���

s�&DOFXOD��D�SDUWLU�GH� OD�GHILQLFLyQ�� OD

GHULYDGD� GH� OD� IXQFLyQ� FRQVWDQWH� \

FRPSUXHED�TXH�HV�OD�IXQFLyQ�FHUR�

���RR�RR���
f (x) = k

f ’ (x) = lim
hG 0

f(x+h)−f(x)
h = lim

hG 0

k−k
h = lim

hG 0
0 = 0

���77�77���

t�&DOFXOD��D�SDUWLU�GH� OD�GHILQLFLyQ�� OD

GHULYDGD�GH� OD�IXQFLyQ�I� �[��  �[Q�SDUD�Q� 

�����\����\�FRPSUXHED�TXH�VH�YHULILFD�I�©� �[�
 �Q[Q����

���RR�RR���

� Si n = 1 f(x) = x y su derivada :

f ’(x)=lim
hG 0

f(x+h)−f(x)
h = lim

hG 0

x+h−x
h = lim

hG 0
1 =

=1

� Si n = 2 f(x) = x2 y su derivada:

f ’(x)=lim
hG 0

f(x+h)−f(x)
h = lim

hG 0

(x+h)2−x2

h =

= lim
hG 0

x2+2hx+h2−x2

h = lim
hG 0

h(2x+h)
h =

= lim
hG 0

(2x + h) = 2x

� Si n = 3 f(x) = x3 y su derivada:

f ’(x)=lim
hG 0

f(x+h)−f(x)
h = lim

hG 0

(x+h)3−x3

h =

lim
hG 0

x3+3x2h+3xh2+h3−x3

h = lim
hG 0

h(3x2+3xh+h2)
h =

= lim
hG 0

(3x2 + 3xh + h2) = 3x2

Por tanto :

Si f(x) = x�Ö  f ‘ (x) = 1 = 1x1-1 
Si f(x) = x2 Ö f ‘(x) = 2x = 2 x2-1

Si f(x) = x3 Ö f ‘ (x) = 3x2 = 3x3-1

     ............................................

Si f(x) = xn Ö f ‘ (x) = n x n-1

���77�77���

u�+DOOD�OD�GHULYDGD�GH�ODV�IXQFLRQHV��

a) f(x)= 8x9

f ‘(x) = 8·9 x9-1 = 72 x8.

b) f(x) = 5 x4 = x
4
5
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f ’(x) = 4
5 x

4
5 −1 = 4

5 x− 1
5 = 4

5 5 x

c) f(x) = 1
7 x5 = x− 5

7

f ’(x) = - 5
7 x− 5

7 −1 = − 5
7 x− 12

7 = − 5
7 7 x12

d) f(x) = 3x4 − 2x3 + 7x + 10

f ’(x) = 3�4x4−1 − 2 � 3x3−1 + 7x1−1 =

= 12x3 − 6x2 + 7

e) f(x) = cos x�ex = u � v

f ’(x) = u’�v+ u � v� = (cosx) � � ex + cosx � (ex) � =

= −senx � ex + cosx � ex = ex(cosx− senx)

f) f(x)= 4x3 ln x = u � v

f ’(x)= (4x3)� ln x+ 4x3(ln x) � = 12x2 ln x+ 4x3 1
x

= 12x2 ln x+ 4x2 = 4x2(3ln x+ 1) = 4x2(ln x3 + 1)
g) f(x) = ( 5x6 − 3x2)(7x4 − 3x2) = u � v

f�(x) = (30x5 − 6x)(7x4 − 3x2) + (5x6 − 3x2)(28x3 − 6x) =

= 210x9 − 90x7 − 42x5 + 18x3 + 140x9 − 30x7 − 84x5 + 18x3

= 350x9 − 120x7 − 126x5 + 36x3

h) f (x) = 2x3+7x2−8x+9
cosx = u

v

f ’(x)= u�v−uv�

v2 = (6x2+14x−8)cosx+(2x3+7x2−8x+9)senx
cox2x

i) f(x) = 4xsenx
3−4ex = u

v

f ’(x)=
(4senx+4xcosx)(3−4ex)−(−4ex)(4xsenx)

(3−4ex)2 =

= 12senx−16senxex+12xcos x−16xcosxex+16xsenxex

(3−4ex)2

���77�77���

v $SOLFD� OD� UHJOD� GH� OD� FDGHQD� SDUD
GHULYDU�ODV�IXQFLRQHV��

���RR�RR���

a) f(x) = ( 2x 4 -3x2 -7x +10)3

f‘(x) = 3(2x4 -3x2 -7x +10)2 (2x4 -3x2 -7x +10)’
=3 ( 2x4 -3x2 -7x +10)2(8x3-6x -7)

b) f(x) = sen (x 2 +5)

f ‘(x) = cos(x2+5)·(x2 +5)’ = cos(x2+5)·(2x)=
=2xcos(x2 +5)

c) f(x) = ln(senx)

f ‘ (x) = (1 / senx)·( senx )’ = (1 / senx)·cosx =
cotg x.

d) f(x) = cos 2 (x3+2x2)

f ‘(x) = 2 cos (x3+2x2)·(cos (x3+2x2))’=
= 2 cos (x3+2x2)· (-sen (x3+2x2))· (x3+2x2)’=
= 2 cos (x3+2x2)· (-sen (x3+2x2))· (3x2 +4x) =
= -2x(x+4)sen (x3+2x2)cos (x3+2x2) =
= -x( x + 4) sen(2 (x3 +2x2))= -x(x+4)sen ( 2x3

+ 4 x2)

���77�77���

w 'DGDV� XQD� IXQFLyQ� SROLQyPLFD� GH
JUDGR����GHWHUPLQD�FXiO�VHUi�VXV�GHULYDGD

VpSWLPD��3RQ�XQ�HMHPSOR�FRQFUHWR�

�� 6L� WLHQHV� XQ� SROLQRPLR� GH� RUGHQ� Q�

MXVWLILFD� D� SDUWLU� GH� TXH� GHULYDGD

VXFHVLYD�WRGDV��ODV�GHULYDGDV�YDOGUiQ

FHUR�

���RR�RR���

Como la derivada de la función potencial
disminuye un grado el orden:

 f(x) = xn�Ö f ‘(x) = nxn-1  

si el polinomio es de grado 6, la primera
derivado será de grado 5, la segunda de
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grado 4 y así sucesivamente, de manera
que la derivada de orden 7 será cero.

Ejemplo  : P(x) = 3x6 

P’(x) = 18 x5 
P’’(x) = 90 x4

P’’’(x) = 360 x3

PIV (x) = 1 080 x2

PV (x) = 2 160 x
PVI (x) = 2 160
PVII ( x) = 0

Serán nulas a partir de la derivada n-ési-
ma, según hemos visto en el ejemplo
anterior.

���77�77���

nn 'HWHUPLQD�I� ©�[���I� ©ª�[��\�I� ©ªª�[��SDUD
ODV�IXQFLRQHV��

a) f(x) = 2x 2 - 4 x

f �(x)= lim
hG 0

f(x+h)−f(x)
h = lim

hG 0

2(x+h)2−4(x+h)−(2x2−4x)
h =

= lim
hG 0

2x2+4xh+2h2−4x−4h−2x2+4x
h = lim

hG 0

h(4x+2h−4)
h =

= lim
hG 0

(4x+ 2h − 4) = 4x − 4

f ��(x) = lim
hG 0

f�(x+h)−f�(x)
h = lim

hG 0

4(x+h)−4−(4x−4)
h =

= lim
hG 0

4x+4h−4−4x+4
h = lim

hG 0

4h
h = lim

hG 0
4 = 4

f ���(x) = lim
hG 0

f��(x+h)−f��(x)
h = lim

hG 0

4−4
h = lim

hG 0
0 = 0

b) f(x)= 1/ x

f�(x) = lim
hG 0

f(x+h)−f(x)
h = lim

hG 0

1
x+h − 1

x

h =

= lim
hG 0

x−x−h
hx(x+h) = lim

hG 0

−h
hx(x+h) = lim

hG 0

−1
x2+xh = −1

x2

f��(x) = lim
hG 0

f �(x+h)−f�(x)
h = lim

hG 0

−1
(x+h)2 − −1

x2

h =

= lim
hG 0

−x2+x2+2xh+h2

x2h(x+h)2 = lim
hG 0

h(2x+h)
x2h(x+h)2 =

= lim
hG 0

2x+h
x2(x+h)2 = 2x

x4 = 2
x3

f���(x) = lim
hG 0

f��(x+h)−f��(x)
h = lim

hG 0

2
(x+h)3 − 2

x3

h =

= lim
hG 0

2x3−2x3−6x2h−6xh2−h3

x3h(x+h)3 = lim
hG 0

−h(6x2+6xh+h2)
x3h(x+h)3

= lim
hG 0

(−6x2+6xh+h2)
x3(x+h)3 = −6x2

x6 = − 6
x4

���77�77���

no 'DGD�OD�IXQFLyQ�I�[�� ��H�[��FDOFXOD
I·�[���I�··�[���I�···�[��\�I�����[��

���RR�RR���

f ‘(x) = 2e3x ·3= 2·3 e3x = 6 e3x

f ‘’(x) = 2·3·3 e3x=2·32 e3x = 18 e3x

f ‘’’(x) = 2·3·3·3 e3x = 2·33 e3x = 54 e3x

Luego inducimos que la derivada n-ésima
será :

f (n) = 2·3n e3x

y por tanto :

f(34) = 2·334 e3x 

���77�77���

np�&DOFXOD� HO� DXPHQWR�GH� YROXPHQ�GH

XQD�HVIHUD�GH� ��P�GH�UDGLR�DO�LQFUHPHQ�

WDU�HQ���PP�VX�UDGLR�

���RR�RR���

El volumen de una esfera en función de
su radio viene dado por la función :

V(r) = 4
3� � r3
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Si aplicamos el concepto de diferencial
de una función :

∆V ≅ dV = V’(r0) h

En este caso :

r0 = 1 m ; h = 5 mm = 0‘005 m y V’(r)= 4 π r2

luego :

∆V = V’(1)h= 4 π 12 · 0’005 = 0’6283..

Vamos a compararlo con el incremento
real :

�V = V(r0 + h) − V(r0) = 4
3 �((1�005)3 − 13) =

= 0’0631...
valor muy parecido al obtenido mediante la
diferencial.

���77�77���

nq� &DOFXOD� GH� IRUPD� DSUR[LPDGD�

XWLOL]DQGR�OD�GLIHUHQFLDO�GH�XQD�IXQFLyQ��HO

YDORU�GH� �15�98

���RR�RR���
Sea la función :

f(x) = x

como 15’98 = 16 - 0’02 Ö x0 = 16, h = - 0’02
y como, usando la aproximación del incre-
mento por la diferencial :

∆f = f(x0 + h) - f(x0) ≅ df = f’ (x0 )·h luego :

 f(x0 + h) = f(x0) + f’ (x0 )·h 
Como :

f(x0) = f(16) = 16 , f�(x) = 1
2 x ; f �(4) = 1

2 16 = 1
8

f(x0 + h) = 4 + 1
8 � (−0�02) = 3�9975

que podemos comparar con el valor exacto:

15�98 = 3 �9974992...

���77�77���

Resolución de ejercicios y problemas

n� (O� 31%� GH� XQ� SDtV� HQWUH� ORV� DxRV

�����\������YLHQH�GDGR�SRU�OD�IXQFLyQ��

I�W�� ��·��W����·�������������VL���≤ W�≤��
GRQGH� HO� WLHPSR� VH� H[SUHVD� HQ� DxRV� \� HO

31%�HQ�PLOHV�GH�PLOORQHV�GH�GyODUHV�

&DOFXOD� OD� WDVD� PHGLD� GH� FUHFLPLHQWR

GHO�31%�GH�GLFKR�SDtV� HQ�ORV�DxRV������ \

������ HQWUH� ����� \� ����� \� HQWUH� ����� \

������ \�GHWHUPLQD� HQ� FXiO�GH� ORV�SHUtRGRV

VH�SURGXMR�HO�PD\RU�FUHFLPLHQWR�PHGLR�GHO

31%�

���RR�RR���

Como la variable t comienza en cero:

Año 1992, t = 0

Año 1994, t = 2

Año 1996, t = 4

Año 1998, t = 6, y :

f(0) = 0’01·02 +0’3·0 +5 = 5

f(2) = 0’01·22 +0’3·2 +5 = 5’64

f(4) = 0’01·42 +0’3·4 +5 = 6’36

f(6) = 0’01·62 +0’3·6 +5 = 7’16

Y las tasas medias de crecimiento:

TVM[0, 2] =
f(2)−f(0)

2−0 = 5 �64−5
2 = 0 �64

2 = 0 �32

TVM[2, 4] =
f(4)−f(2)

4−2 = 6 �36−5 �64
2 = 0 �72

2 = 0�36

TVM[4, 6] =
f(6)−f(4)

6−4 = 7 �16−6 �36
2 = 0 �8

2 = 0�4
Luego el mayor crecimiento me dio del

PNB se produjo entre 1996 y 1998.

���77�77���
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o� +DOOD� HQ� TXp� SXQWRV� ODV� UHFWDV

WDQJHQWHV�D�OD�FXUYH�GH�HFXDFLyQ�\� �[�����[

VRQ�SDUDOHODV�DO�HMH�GH�DEVFLVDV�

���RR�RR���

Rectas paralelas son las que tiene la
misma pendiente, en este caso la del eje de
abcisas. Como el eje de abcisas tiene de
ecuación y = 0 su pendiente es m = 0, es
horizontal.

La pendiente en un punto de una función
viene dada (según la interpretación geomé-
trica de la derivada) por su derivada primera
en ese punto.

Luego f ‘(x0 )= m = 0.
calculemos f ‘(x) = 3x2 -4, luego la

ecuación a resolver es :

 3x2 − 4 = 0G x2 = 4
3 H x = �

4
3 = �

2
3

= �
2 3

3

conocida la abscisa, hallamos la
ordenada de los puntos pedidos :

f(
2 3

3 ) = 2 3
3

3
− 4 �

2 3
3 = 8 3

9 − 8 3
3 = .16 3

9

f(
−2 3

3 ) = −2 3
3

3
− 4 �

−2 3
3 = 16 3

9

Los puntos buscados son :

2 3
3 , −

16 3
9 y −

2 3
3 ,

16 3
9

���77�77���

p� $YHULJXD� OD� HFXDFLyQ� GH� OD� UHFWD

WDQJHQWH�D�OD�FXUYD�GH�HFXDFLyQ�\� �[�����[

�� ��� TXH� VHD� SDUDOHOD� D� OD� UHFWD� GH

HFXDFLyQ�\� �[�����

���RR�RR���
Si ha de ser paralela a la recta de

ecuación y = x + 4 ha de tener la misma
pendiente m = 1 y como la pendiente es la
derivada primera y’ = 3x2 -2 = m = 1,
ecuación que resolvemos :

3x2 − 2 = 1Z x2 = 3
3 Z x = � 1 = �1

Hay dos rectas tangentes que son
paralelas a y = x + 4, cuyas ecuaciones
hallamos mediante la ecuación punto-pen-
diente :

y - f(x0 ) = m ( x - x0 )

� En x0 =1

f(x0) = f(1) = 13 -2·1 +7 = 6

m = 1

y − 6 = 1(x− 1) H
 

 
 

y = x+ 5 Explĺcita
x− y + 5 = 0 General

� En x0 = -1

f(x0) = f(-1) = (-1)3 -2·(-1) +7 = 8

m = 1

y − 8 = −1(x− 1) H
 

 
 

y = −x+ 9 Explĺcita
x+ y − 9 = 0 General

���77�77���

q�8WLOL]D� ODV� IXQFLRQHV� GH� FRVWHV� \� GH

SUHFLRV� TXH� DSDUHFHQ� HQ� HO� HQXQFLDGR� GHO

SUREOHPD� UHVXHOWR� Q~PHUR� �� SDUD

UHVSRQGHU�

D�8WLOL]D� OD� DSUR[LPDFLyQ� SRU� GHULYD�

GDV�SDUD�FDOFXODU�HO�&0J��HO�,0J�\�HO

%0J�GH�OD�XQLGDG����

E�&RPSDUD� ORV� UHVXOWDGRV�REWHQLGRV� HQ

HO�DSDUWDGR�D��FRQ�ORV�H[DFWRV�

���RR�RR���

a) El coste marginal (NMg), ingreso
marginal (IMg) y el beneficio marginal
(BMg), en economía, son los costes, ingre-
sos y beneficios de producir una unidad
más, que se pueden obtener de manera
aproximada :
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CMg(x+1) ≈ C’(x)

IMg(x+1) ≈ I’(x)

BMg(x+1) ≈ B’(x)

Como :

C(x) = 0’003x2 + 0’2x + 240

I(x) = 4’9x - 0’01 x2

B(x) = -0’013x2 + 4’7x -240, tenemos las
derivadas :

C’(x) = 0’006x + 0’2

I’(x) = 4’9 - 0’02 x

B’(x) = - 0’026x + 4’7 , y por tanto :

CMg(81) ≈ C’(80) = 0’006·80 + 0’2 = 0’68 

IMg(81)≈ I’(80) = 4’9 - 0’02 · 80 = 3’3

BMg(81) ≈ B’(80) = -0’026·80 + 4’7 = 2’62  

b) Los valores exactos son :

CMg (81) = C(81) - C(80) = (0’003·812 +
0’2·81 + 240 ) - ( 0’003· 80 2 +0’2·80 + 240 )
= 0’003 ( 812 - 80 2 ) + 0’2·1 = 0’683.

Img (81) = I(81) - I(80) = ( 4’9·81 - 0’01·812 ) -
( 4’9·80 - 0’01·802 ) = 4’9 - 0’01 ( 812 - 802 ) =
3’29

BMg (81) = B(81) - B(80) = ( -0’013·812 +
4’7·81 -240 ) - ( -0’013·802 + 4’7·80 -240 ) = 
- 0’013(812 -802 ) + 4’7 = 2’607 .

Luego los errores relativos cometidos
serán : 

 ECM =
Vap-Vex

Vex � 100 =
|0 �68−0 �683|

0 �683 � 100 = 0�4%

EIM =
|3 �3−3 �29|

3 �29 � 100 = 0�3%

EBM =
|2 �62−2 �607|

2 �607 � 100 = 0�498%

���77�77���

r�(O�FRVWH�\� HO�SUHFLR�GH�[�XQLGDGHV�GH

XQ� SURGXFWR� YLHQHQ� GDGRV� SRU� ODV

IXQFLRQHV�

&�[�� �����[�����[������\�S�[�� ����������[

D�'HWHUPLQD� OD� IXQFLyQ� LQJUHVRV� \� OD

IXQFLyQ� EHQHILFLRV� GH� [� XQLGDGHV

SURGXFLGDV�

E�&DOFXOD� HO� FRVWH�� HO� LQJUHVR� \� HO

EHQHILFLR� PDUJLQDOHV� GH� SURGXFLU� OD

XQLGDG�����

���RR�RR���

a) El ingreso se obtiene multiplicando las
unidades vendidas (x) por el precio unitario
de venta (p(x)) :

I(x) = x·p(x) = x ( 50 - 0’06x) = 50x - 0’06 x2

Los beneficios restando a los ingresos (
I(x)) los costes (C(x)) :

B(x) = I(x) - C(x) = 50x - 0’06 x2 - 0’02 x2 - 3x
-100 = - 0’08x2 + 47x -100 .

b) Para hallar los valores marginales,
vamos a utilizar las derivadas :

C’(x) = 0’04x + 3
I’(x) = - 0’12x + 50
B’(x) = -0’16x + 47

CMg(102) = C’(101) = 0’04·101 + 3 = 7’04

IMg(102) = I’(101) = - 0’12·101 + 50 =
37’88.

BMg(102) = B’(101) = - 0’16·101 + 47 =
30’84,

���77�77���

�������	�
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&XHVWLRQHV

n� �(V� SRVLEOH� TXH� OD� JUiILFD� GH� XQD

IXQFLyQ�GHULYDEOH�WHQJD�XQD�UHFWD�WDQJHQWH

KRUL]RQWDO� HQ� DOJXQR� GH� VXV� SXQWRV"

�&XiQWR�YDOGUi�HQWRQFHV�OD�GHULYDGD�GH�OD

IXQFLyQ�HQ�GLFKRV�SXQWRV"

���RR�RR���

Sí, en los máximos o mínimos relativos la
recta tangente es horizontal, en el vértice de
la parábola f(x) = x2 - 3 la recta tangente es
y = - 3 .

Como son horizontales la pendiente es
nula m = 0, y como la derivada en esos
puntos de tangencia horizontal es la
pendiente , la primera derivada será cero.

���77�77���  

o��3XHGH�RFXUULU�TXH�XQD�IXQFLyQ�WHQJD

XQD� WDVD� GH� YDULDFLyQ� PHGLD� QHJDWLYD"

-XVWLILFD�WX�UHVSXHVWD�

���RR�RR���

Sí, si la función es decreciente en el
intervalo cuya tasa de variación media
quiere calcularse.

Si f(x) es decreciente en (x1 , x2 ) h de
cumplirse que si x2 > x1 ⇒ f(x2 ) < f(x1 ) y
viceversa, luego:

TVM[x1, x2] =
f(x2)−f(x1)

x2−x1 < 0

���77�77���

p� �8QD� IXQFLyQ� FRQWLQXD� HV� VLHPSUH

GHULYDEOH" -XVWLILFD�WX�UHVSXHVWD�

���RR�RR���

No, puede suceder que los límites latera-
les sean iguales al valor de la función en un
punto y por tanto continua en ese punto y
sin embargo no coincidir las derivadas
laterales en ese punto ( punto anguloso ),
suele ocurrir en la funciones en valor

absoluto ,p.e, f(x) = | x | , que es continua
en x = 0 pues :

lim
xG 0− f(x) = lim

xG 0+ f(x) = f(0) = 0

pero no es derivable en x = 0, pues :

f ‘(0- ) = (- x) ‘ = -1≠ f’ (0+ ) = (x)’ = 1

es decir las tangentes a derecha e izquierda
de x = 0 tiene distinta pendiente  como
puede verse en el gráfico siguiente 

���77�77���

(MHUFLFLRV�\�SUREOHPDV�

q� &DOFXOD� OD� WDVD� GH� YDULDFLyQ� PHGLD

GH� ODV� VLJXLHQWHV� IXQFLRQHV� HQ� ORV� LQWHUYD�

ORV�TXH�VH�LQGLFDQ�

a) f (x) = x2 - 9x + 20 en [4, 4’01]

f(4’01) = 4’012 - 9·4’01 + 20 = - 0’0099

f(4) = 42 - 9·4 + 20 = 0

TVM[4, 4 �01] = f(4 �01)−f(4)
4 �01−4 = −0 �0099−0

0 �01 = −0�99

b) f(x) = x3-1, en [-2, 1]

f(-2) = ( - 2)3 - 1 = -8 - 1 = -9

f(1) = 13 - 1 = 0
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TVM[−2, 1] = f(1)−f(−2)
1−(−2) = 0−(−9)

3 = 9
3 = 3

c) f(x) = 2x2 - 1 , en [-2, 0] y [0, 3]

f(-2) = 2·(-2)2 - 1 = 8 - 1 = 7

f(0) = 2·0 - 1 = -1

f(3) = 2·32 - 1 = 18 -1 = 17

TVM[−2, 0] = f(0)−f(−2)
0−(−2) = −1−7

2 = −8
2 = −4

TVM[0, 3] = f(3)−f(0)
3−0 = 17−(−1)

3 = 18
3 = 6

d) f(x) = ln x, en [1,2]

f(1) = ln1

f(2) = ln 2

TVM[1, 2] = f(2)−f(1)
2−1 = ln 2−ln1

1 = ln 2

���77�77���

r� &DOFXOD�� DSOLFDQGR� OD� GHILQLFLyQ�� OD

GHULYDGD� HQ� [�  � �� GH� ODV� VLJXLHQWHV

IXQFLRQHV�

a) f(x) = 3x2 -1

f�(2) = lim
hG 0

f(2+h)−f(2)
h = lim

hG 0

3�(2+h)2−1−(3�22−1)
h =

lim
hG 0

12+12h+3h2−1+12+1
h = lim

hG 0

h(12+3h)
h = lim

hG 0
12 + 3h =

 = 12

b) g(x) = x2 - x

g �(2) = lim
hG 0

g(2+h)−g(2)
h = lim

hG 0

(2+h)2−(2+h)−4+2
h =

= lim
hG 0

4+4h+h2−2−h−4+2
h = lim

hG 0

h(3+h)
h = lim

hG 0
3 + h

 = 3

���77�77���

s�+DOOD�HO�YDORU�GH�OD�GHULYDGD�GH�

f(x) = 1 + x2

HQ�[� ���\�H[SOLFD�ORV�SDVRV�HIHFWXDGRV�

���RR�RR���

Aplicamos la definición:

f �(0) = lim
hG o

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG o

1+(0+h)2 − 1+o2

h =

= lim
hG o

1+h2 −1
h = 0

0 ind.

Para resolver esta indeterminación multi-
plicamos numerador  y denominador por el
conjugado del numerador :

lim
hG o

1+h2 −1 1+h2 +1

h 1+h2 +1
= lim

hG o

1+h2−1
h 1+h2 +1

=

= lim
hG o

h2

h 1+h2 +1
= lim

hG o

h
1+h2 +1

= 0
2 = 0

���77�77���

t� 'DGD� OD� IXQFLyQ� I�[��  � OQ� �[� �� E��

KDOOD�

D� (O� YDORU� GH� E� SDUD� TXH� OD� WDVD� GH

YDULDFLyQ� PHGLD� GH� I� HQ� HO� LQWHUYDOR

>����@�VHD�OQ���

E�/D� WDVD�GH� YDULDFLyQ� LQVWDQWiQHD� HQ

ORV�H[WUHPRV�GH�GLFKR�LQWHUYDOR�

���RR�RR���

a) TVM[0,2] =
f(2)−f(0)

2−0 =
ln(2+b)−ln(0+b)

2 = 1
2 ln 2+b

b

como debe ser igual a ln2 :

1
2 ln 2+b

b = ln 2Z ln 2+b
b = 2ln 2 = ln 22 = ln 4

y por tanto, tomando antilogaritmos:

2+b
b = 4H 2 + b = 4b H 3b = 2Z b = 2

3
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b) La de variación instantánea es la
derivada en esos puntos :

f �(0) = lim
hG 0

f(0+h)−f(0)
h = lim

hG 0

ln(0+h+ 2
3 )−ln(0+ 2

3 )
h =

= lim
hG 0

1
h ln

h+ 2
3

2
3

= lim
hG 0

1
h ln 3h+2

2 = lim
hG 0

ln( 3h+2
2 )

1
h =

= ln lim
hG 0

( 3h+2
2 )

1
h = ln 1� ind. pues:

lim
hG 0

3h+2
2 = 2

2 = 1 y lim
hG 0

1
h = 1

0 =�

Para resolver esta indeterminación aplica-
mos la fórmula :

ln e
lim
hG 0

3h+2
2 −1 �

1
h = ln e

lim
hG 0

3h
2 �

1
h = ln e

lim
hG 0

3
2 = ln e

3
2 =

= 3
2

Calculemos ahora la derivada en el límite
superior :

f �(2) = lim
hG 0

f(2+h)−f(2)
h = lim

hG 0

ln 2+h+ 2
3 −ln 2+ 2

3

h =

= lim
hG 0

1
h ln

h+ 8
3

8/3 = lim
hG 0

ln
h+ 8

3

8/3

1
h

= ln 1� ind.

ya que :

lim
hG 0

h+ 8
3

8
3

= 1 y lim
hG 0

1
h = �

Resolvemos la indeterminación como en
el caso anterior :

f �(2) = ln e
lim
hG 0

h+ 8
3

8/3 −1 1
h = ln e

lim
hG 0

3h
8h = ln e

3
8 = 3

8

���77�77���

u� $YHULJXD� HO� iQJXOR� TXH� IRUPDQ� OD

UHFWD� WDQJHQWH� D� OD� FXUYD� \�  � I�[�� HQ� HO

SXQWR� 3�  � ���� ��� \� HO� HMH� GH� DEVFLVDV�

VDELHQGR�TXH�I�
���� ���

���RR�RR���
La derivada de una función en un punto

se interpreta geométricamente como la
pendiente de la recta tangente a la función

en ese punto, es decir la tangente del
ángulo :

f ‘ (1) = m = tg α  

f‘(1)= 4 = tg α ⇒ α = arc tg 4 = 75º 57’ 46’5’’
 

���77�77���

v�'DGD� OD� IXQFLyQ� I�[��  � [�� �� �[� �� ��

DYHULJXD� HO� YDORU� GH� OD� GHULYDGD� HQ� ORV

SXQWRV�GH�DEVFLVDV�[� �����[� ���\�[� ���

���RR�RR���

Hallamos la derivada :

f ‘(x) = 2x - 7

Y ahora los valores de la derivada en los
puntos pedidos :

f ‘(-2) = 2·(-2) - 7 = - 11

f ‘(2) = 2·2 - 7 = - 3

f ‘(10) = 2·10 - 7 = 20 - 7 = 13

���77�77���
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