Tema N° 7 —DERIVADAS

© Utiliza la formula de la derivada de
la funcion f(x) = x" para calcular la
derivada de las siguientes funciones:

Sif(x)=x" 0O f‘(x)=nx"*
5

a) f(X) = % =x5 = f(x) =-5x ===

b) f(x) = 10X = 10x? =f'(x) =10 - +xz 1

f'(X) :%X%_l :%X% :%ﬁ

d) f(x) = ¥X =x*
f/(X) :%Xg_l :%X_E = : ?/1)(_4

e) f(x) = ¢ =x7
f/(X) :%X%_l :%X_% = 2 43ﬂ

i) =75 =75 =x7
f)=—3x71=-3x72 = 2/3;(—5 = 2x23ﬂ =
_ 3
- 2x8

S EEOQEE SO

00 Aplica la formula de la derivada de
un producto para calcular la funcion
deritvada de f en cada caso.

sifx)=u-v O f’'(X)=u-v+uv

a) f(x) = x? sen x

f '(X) = D(x?)-senx + ¢ - D(senx) = 2xsenx +
X? COSX .

b) f(x) = x Inx

f{(x) = D(X) - Inx + x-D(Inx) = 1:Inx + x:(1/x) =

11

= Inx+1
S>> EFO@EFSSS

008 Aplica la formula de la derivada de
un cociente para calcular la funcion
derivada de f en cada caso.

Sif(x) = 4 = /(x) = Lwvw

v2
X2
a) f(X)= =3
1,y _ DOR) (xP-4)-x2-D(x?-4) _ 2x (x?-4)-x2-2x _
f (X) - (X2_4)2 - (X2—4)2
— 23-8x-2x® _ 8x
(x2-4)? 0@—4)2
JX
b) f(x) = %=
ooy = DUR) €= /% D) _ Zx & /X et
F)= (ex)? - e2x =
o _ (-2 _ 1ok _ /X029
e T 2eBx T 26X T 2@
<> >FR @k k< <<

00 Calcula la derivada de las funcio-
nes siguientes:

a) f(x) = 3x* +5x° -12x* + 3x +4

Como es la derivada de una suma, sera
la suma de las derivadas :

f'(x) =D(3x*)+ D(5x3)-D(12x%)+D(3x) + D(4)=

= Ef‘: :zz = 30¢4) +5(3) —12(x2)' +3(x)’ =
=3.4x3+5.3x*-12.-2x +3 =
=12x3 + 15 x? - 24x +3

b) f(x) = 4Inx -x

f(x)=(@4Inx)' =(x) =4(nx) -1 =4% -1
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c) f(x) = e*senx

Aplicamos la férmula de la derivada de
un producto:

f'(X) = (€*)'senx+e*(senx)’ = e*(senx +cosx)
d) f(x) = 4cosx - xInx

f‘(X) = 4(cosx)’ -(xInx)’ = - 4 senx - ( XInx + x
(Inx)’) = - 4cosx -( Inx +x - (1/x)) = - 4cosx -
Inx -1

S REOEHS S

00 Utiliza las reglas de derivacion
para calcular la derivada de las funciones
siguientes:

a) f(x) = x* Inx

D(u V) =

E— x*) Inx+x*(Inx)’ =
(u) v+u(v)' O

() =

_ 0 = nxmt O

, =43 Inx+x4% =x3(Inx* +1
0 (Inx) 0 ( )

D

b) f(x) = xInx - x = x (Inx -1)

U D(u- v)=
(u) vV +u(v

ffx)=0 y B E—x(lnx 1) +x(nx-1)' =

Ox")' = nx"t O 1
=0 / (= Inx—1+X-% =Inx
0 (Inx) 0

¢) f(x) = (1+x)/(1-X)

()—

D dv-uv L=

v2 ]

(1+x)/~(1—x)—(1+x)-(1—x)/ _
(1-x2

1-X+14+X _
- @1x?2 =

f'(x) =

__2
T (92

d) f(x) = e* senx

D(u V) =

U
Suyv+uw) 5 (€¥) senx+e*(senx)’

() =

12
S[I)D((See?];) _ :OXS « E— eXsenx+eXcosx=
=e* ( senx + cosx)
N R e
00 Aplica la regla de la cadena para
calcular la derivada de las siguientes
funciones:
a) f(x) = (2x + 3)?
f'(x) =2(2x +3)(2x+3)' = 2(2x+3)-2 =
=4(2x+3) =4x + 12
b) g(x) = sen5x
g '(x) = cos 5x - (5x)'=5 cos 5x
c) h(x) = e®
h’'(x)= €% (cosx)’ = €% (-senx) = - senx e

d) i(x) =In (sen x?)

iI'(X) = = - (senx?)' = —=7 -cosx? - (x?)' =

cosx?
senx?

- COS X2 - 2X = 2X<==> = 2xcot gx2

= Sen senx2
e) j(x) = cos®

j'(X)= 2 cosx3(cosx®)’ = 2 cosx® (-senx®)(x®)’ =

= 2 cosx3(-senx®)(3x?) = -6x? cosx® senx® =

=-3x%sen 2x3

f) k(x) = Jsenx

k( ) (SenX) _ 252-2-;1(? - COSZXST _
=1 cotgx/senx
SO EROBES S
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00 Calcula la funcion derivada de
cada una de las funciones siguientes:

a) f(x) = tg 3x

!

D(tgu) = —

—5 =Uu'sec?u =u'(1+tg?u)
f'(x) = =55 =3sec?3x=3(1 +tg?3x)
b) f(x) = eX’sen3x
f'(x) = (eX*)'sen3x+ e’ (sen3x)’ =
=eX’(x2)'sen3x+eX (cos 3X)(3X)' =
= 2xeX’ sen3x +3e*’ cos 3x =
=X’ (2xsen3x+3cosX)

GG BEOEE S

00 Dada la funcion f(x) = sen x cos x,
comprueba que la funcion derivada se
anula en el punto de abscisa x =11/ 4

;Como serd la tangente en dicho
punto, con respecto al eje de abscisas?

---00000---
Hallemos la derivada :

f '(X) = (senx)’cosx + senx(cosx)’ = COSX -
cosx + sen x( -senx) = Cos?X - Sen?x= c0S2x

y ahora sustituimos x por su valor :
f'(m/ 4)=cos2:(m/4)=cos t/2=0

Si la derivada en un punto es nula la
pendiente de la recta tangente en ese punto
también lo es y por tanto es horizontal y
paralela al eje de abscisas.

S REOEHS S
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00 Averigua la ecuacion de la recta
tangente a la curva de ecuacion y = x In x
en el punto de abscisas x = 1.

---00000---

La ecuacién de la recta tangente a la
curva de una funcion f(x) en un punto X, €s :

y - f(X0) = F'(Xo)(X - X0 )
x> Xo=1
B f(x) = f(1) = 1 In1= 0

B> f'(X) =Inx + x:(1/x) = Inx + 1 luego f (
X )=f'(1)=Ih1+1=0+1=1.

Sustituyendo :

y-0=1(x-1);y=x-1laecuacion
explicita 6 x -y -1 = 0 la implicita o
general.

O HFEOFE SO

00 Calcula la ecuacion de la recta
tangente a la grdfica de cada una de las
siguientes funciones en los puntos que se
indican.

a) f(x) = x*+ 2x + 10, en x = - 2.

Como antes necesitamos :

x> Xo=-2

BO f(xo )=f(-2)=(-2)*+2- (-2) + 10 =-2

BOf'‘X)=3x%+20 f‘x)=
3(-22+2=12+2=14.

fi(-2) =

Luego la ecuacion queda :

y-(-2)=14(x-(-2)0 y+2=14x+280 y
= 14x + 26 , la explicita; 14x -y +26 =0 la
general
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b) f(x) = e*,en x =0.

B> % =0

B f(xo) =f(0)=e’=1

B fi(x)=e0 f'(x)=f'(0)=e’=1
y-1=1(x-0) Dy=x+106x-y+1=0

c)f(x)=J/X,enx=4

B> X0 =4

® f(xo) = f(4) = /4 =2

1

> f'(x) = z

-2=(U4)(x-4)0 y=xl4+10x/4-y+
=0

d) f(x)=In x, en el punto en que la gréafica
corta al eje de abscisas.

€ Calculo del punto de corte con el eje
de abscisas :

Inx=00 x=e°=1

® =1

® f(x)=f(1)=In1=0

€ F'(X)=1x0 f'(x)=f'(1)=1

y-0=1(x-1)0 y=x-16x-y-1=0
k@ k> >

@®0® Determina los puntos de la curva
de ecuacién y = x’ - 12x en los que la recta
tangente es paralela al eje de abscisas.

---00000---
Si la recta tangente ha de ser paralela al

eje horizontal su pendiente serd nula y, por
tanto :

14

m=f‘(x)=0
f'X)=3x?-12=00 x=%2

Y los valores de la funcion para estos
valores de x :

(-2) = (2 -
f(2) = 23 -

12.(-2)=-8+24=16

12.2=8-24=-16

Los puntos pedidos son :
P(-2,16)yQ (2,-16)
N HOEE S

®0 C(Calcula la ecuacion de la recta
tangente a la grdfica de f(x) = x*/(x*+ 1)
en el punto de abscisas x = 1.

- ;En qué punto la tangente es paralela
al eje de abscisas?

---00000---
® Xo=1

Q f(xo) =1(1) =1%/(12+1) = %2

_ 20029 _ 23+2x2x3 _ X
® f’(x) - (x2+1)2 (X2+1)2 T (x2+1)2
_2_1
=gy =%=%
Luego :
1 _ 1 _ X =z —
y-3=3(x-1)=>y=50x-y=0

Si ha de ser paralela al eje horizontal m =
f'x)=0
(X2+1)2 =0=>2x=0<=x=0yf(0) =

Luego el punto pedido es el O(0, 0)

S EEOEHS S
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®® Dada la funcién f(x) = mx® + 2x* +
3x - 1, ; cudl debe ser el valor de m para
que la pendiente de la recta tangente en el
punto de abscisa x = -1 sea 11?

---00000---

Pendiente =f‘(-1) = 11

f'(x) =3mx*+ 4x + 3 = 11.

f'-1)=3m(-1)?+4(-1)+3=11

3m-4+3 =11« 3m=12 « m=12/3 =4

ROk RS

®0© Halla la derivada segunda de las
funciones:

a) f(x) = 5x3 + 2x? - x +1
f'(x) = 15x* + 4x -1
f”(x) =30x + 4

b) f(x) = e*

f'(x) = 2e*

f“(x) = 4e*

c) f(x) = In(senx)

f‘(X) = cosx / sen x = cotg X

—(sen?x+cos?x) _
sen?x -

I ) — —SEeNX- SeNX - COSX- COSX _
f (X) - sen2x

-1

~ sen2x

d) f(x) =tg x
f'(X) = ez =Sec?x=1+1g?x

f“(x) = 2tgx (1 + tg®x) = 2tgx + 2tg>x

S EEOEHES S
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®0 La concentracion en la sangre de
un determinado medicamento disminuye a
lo largo del tiempo segiin la funcion:

C(t) =125 - 922
donde t se mide en horasy C(t) en g-1* .

a) Calcula la concentracion al cabo de
una hora y al cabo de dos.

b) ;Cudnto vale la tasa de variacion
media de la funcién C(t) en el inter-
valo [1, 2 ] y por qué es negativa?

c) Calcula la tasa instantdnea de varia-
cion al cabo de tres horas.

---00000---
a) C(1) =1'25-e%221=1'003 gr / |
C(2) =1'25-e"#22=0'805¢gr /|

b) TVM[1, 2] = c(22):f(1) - 0'80511/001 ~-0'2

Es negativa porque la funcion es decre-
ciente ( exponencial negativa) con el tiempo.

c) La TVI de la funcion es la derivada
primera :

C'(t) = 1’25922 (- 0'22t) = - 0'275e 022
Luego parat=3
C'(3)=-0275e 9223=-0275e 9% =-0'14
> @k <<

®0 La poblacion de un Estado, expre-
sada en millones de habitantes, evolucio-
nard segun la funcion:

_ 25(-2)
P(t) = T2z +20

donde t es el tiempo en anos.

a) Calcula la poblacion actual (t = 0).
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b) ;Hacia qué valor tiende la poblacion
cuando el tiempo tiende a infinito?

c) Calcula la tasa de variacion media
de la poblacion en los proximos diez
anos.

d) ;Cudl serd la tasa instantdnea de
variacion de la poblacion dentro de
dos anos?

---00000---
a)

P(0)= S +20= 32 +20= 42 =143

b)

, e 25(t-2) . 2550 , _
Am P(1) = im 5=z +20 = lim w5 + im 20 =

25_50

. t T2 . 25_50
=lim —)/=+Ilm20=—7—%+20=20
t> 4o 1_T+t7 t- +o 1-5+%
c)
25(10-2) ,
P0)-P(0) _ Swao-p? 20142
TVM[0, 10] = 28020 _ =087 =0'85
d) )
L s _ 25[5+(t-2)?]-25(t-2)-2(t-2)
Pi(®) = (B+(-2)2)
| oy _ 25[5+(2-2)2]-25(2-2)-2(2-2) _ 25.5 _ )
P(2)= 6r@27) =55 =5 millones
S SHFOQEF S
®0 Utiliza la diferencial de una

funcion para calcular:
a) El volumen de chapa necesario para
construir una esfera hueca de 40 cm
de didmetro exterior y espesor 0,2 cm.

b) El valor aproximado de y25'12 .

---00000---

16

a) El volumen de la chapa seré la diferen-
cia entre el volumen exterior y el interior.

Los radios son:

El externo R = D/2 = 40/2 = 20 cm.

El espesor es de 0’2 cm, luego h = - 02
cm.

El radio interno serd de r = 20cm - 0’2 cm
=19'8cm

La férmula del volumen de una esfera es:
V(R) = 57R®

Si aproximamos el incremento a la

diferencial :
AV =dV = V'(R)-h
Como la derivada es :
V/(R) = 537R? = 47R?
Sustituyendo:

AV =dV=V(R)-h = 471-20%(-0'2)= -1005'31
cmd.

El volumen de chapa es de 1005’31 cm?

b) Teniendo en cuenta la aproximacion a
hallar tenemos:

O f(x) = /X
OXo =25
O h=2512-25=0'12

Utilizando la férmula del incremento de
una funcién aproximada a la diferencial:

f(xo + h) = f( 25'12) = f(x0) + f (Xo)-h

y teniendo en cuenta que la derivada es :

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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(=755
Sustituyendo:

f(25'12) = /25 +

1 —
255 -0'12=5'012

Que es una buena aproximacion de :

V25'12 =5'011985634...

O EFOEE S

®® La produccion de x unidades de un
producto determinado tiene un coste que
viene dado por la funcién siguiente:

C (x) = 6x>+ 840 x + 6 000 000

a) Calcula el coste marginal de la
unidad 15 mediante una aproxima-
cion por derivadas.

b) Determina la funcién I(x), ingresos
obtenidos por la venta de x unidades,
y la funcion B (x), beneficios obteni-
dos por la venta de x unidades, si el
precio de venta de cada una de las
unidades producidas viene dado por
la funcién:

p (x) =20 000 - x

c) /Cuantas unidades hay que producir
para no tener pérdidas?

d) Determina I'(x) y B'(x).
e) Calcula el ingreso y el beneficio

marginales de las unidades 251 y
1001.

f) Calcula el coste, el ingreso y el
beneficio marginales para la ultima
unidad que produce beneficios.

---00000---

a) Sabemos que CMg( x + 1) = C'(x)
Es decir C(15)= C'(14).

17

Como C’'(x) = 12x + 840, tendremos:
C(15)=C’(14) =12-14 + 840 =1 008

b) Los Ingresos se obtiene multiplicando
las unidades vendidas (x) por el precio de
venta por unidad :

I(X) = x p(x) = x (20 000 - x ) = 20 000x - x?

Y la funcion beneficios por diferencia
entre la de ingresos (I(x)) y la de costes

(C(X)) :

B(x) = I(x) - C(x) = 20 000x - x* - ( 6x* + 840x
+6 000 000 ) =-7x*+ 19 160x - 6 000 000.

c) No tener pérdidas presupone que los
beneficios sean nulos o positivos : B(x)= 0,
para resolver esta inecuacion, resolvemos
primero la ecuacion :

—7x? +19160 - 6000000 =0 <

-19160+ /19160-4(-7)(-6000000) _ Lx=360'68 U
-14 =4 = g H
OX=23765 ]

X=

Para ver cual de los tres intervalos es el
positivo damos un valor:

B(0) = - 6 000 000 < O, luego el intervalo
valido sera [ 360’68, 2376’5 ] es decir han de
fabricarse un nimero de unidades compren-
dido entre esos valores :

361< x < 2376
d) I'(x) = (20 000 x - x?)’ = 20 000 - 2x

B'(x) = (- 7x* + 19 160x - 6 000 000)’ = -14x +
19 160

e) IMg(251) = I'(250) = 20 000 - 2 250 =
20 000 - 500 = 19 500,

IMg(1001) = (1000) = 20 000 - 2-1000 = 20
000 - 2 000 = 18 000,
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BMg(251) = B'(250) = -14-250 + 19160 = - 3
500 + 19 160 = 15 660.

BMg(1 001) = B'(1 000) = -14-1 000 + 19160
=-14 000 + 19 160 = 5 160

S REOEHS SO
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