Tema N° 8 —Iplicaciones de las Derivadas 1

O Resuelve las siguientes inecuaciones :
a)3x+ 7-5(2x-3) > %t -1
6x+14-102x—-3)>2x-1-2 <= 6x+14-20x+30>Xx-3 < 6x-20x-x>-3-14-30

~15x> —47 < 15X <47 = X < 1= es decir (-, 42]

b) 2X§3 _ 5X2—1 <—% m.c.m.(2,4,8) = 8

2X-3-4(5x-1)<-6Xx & 2Xx-3-20x+4 <-6X© 2Xx-20x+6Xx<3-4 & -12x< -1
& 12x>1 < x> 1/12 es decir el intervalo (1/12 , +o )

3(x-1 -3
C) (2 ) -x>5

3x1)-2x>x-3® 3x-3-2x>%x-3 & 3X-2Xx-x>3-3 ¢ 0>01loque noes
verdad, luego no tiene solucion.

SOOIEHOEHE® ® @

® Resuelve las siguientes inecuaciones :

a) X*+1<0

x*> < -1, lo que no se cumple pues x? =0, positivo o nulo, luego no tiene solucion.
b) (x-3)*’<4

QO x?-6x+9<4® x*-6x+5<0Yy para resolver esta inecuaciéon resolvemos primero
la ecuacion x? - 6x + 5=0 < x =1y x =5, teniendo tres intervalos posibles (- o,
1),[1,5]y(5,o), para saber cuéles de los tres son validos, tal vez la forma mas
rapida sea dar un valor dentro de los intervalos :

®x=00(-0,1) O 0*°-6:0+5=5>0 no valido

®x=20[1,5]0 22-6-2+5=-3 <0 valido. Soluciéon :[1, 5]

OIx-3]|<2;-2<x<2,esdecir-2+3<x<2+3;1<x<5,intervalo [1, 5].

c) 2(5-x%)>3x
10-2x?>>3x [0 -2x>-3x+ 10 > 0, resolviendo la ecuacion tenemos tres intervalos :

-3-/89 _ _-3-/89 -3+/89 -3+/89
(_Oo’ 4_ . )![ 4 ’ 4 ] y ( 4 ’+Oo) .
y es positiva en el segundo pues para x = 0 queda 10 > 0. La solucion es, pues :

-3-/89 -3+/89 ]
4 ’ 4

RN E O]l IR R
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Tema N° 8 —Iplicaciones de las Derivadas 12

® Halla la derivada de las funciones :
a) f(x) = 4lnx + x2; f'(X) =(4Inx)' +(x3)' =4(InX)' +2X =4 - % +2x =5 +2X

X2 oy — ) (-4)-x3(x2-4)" _ 2x(x2-4)-x%2x _ 2x3-gx-—2x3 _ _ -8x
D)IX) =%z 9 =" ar T ew? T e T Gaar

- Xy x?—
N = XF-9;h/(0) =2 =z X

d) k(x) = x2e% k'(X) = (x2) - eX +x2 - (eX) =2x-e* +x2 - eX = xeX(x +2)

e) m(x) = tgx% m'(X) = a7 = 2xsec?x? = 2x(1 +tg2x?)
eX(1-2x)

_ (/x) - Jx () _ 2 _ e(1-29) _ _1-2x
0169 = ex 9= (e9)? @0 (@) T 2/x(e0? T 2Jxe

SOOIEOEE® ® @
DERIVADA ¥ MCNCTONIA DIE UNA FUNCISN.

O Estudia el crecimiento o decrecimiento de las siguientes funciones en los puntos
de abscisas indicados

a)f(x) =2x3-x%, enx=2;f'(x) =6x2-2x=>f(2)=6-22-2.2=20>0=>

241 i _2X(-1)-x2-1 _ x2_oy-1 .
b) f(x) ===, enx=5; f'(x) = T = X(x-1X)2 :

f(5)_52251_%>0:>/

c) f(x) = v2-x3, en x = 1; f(x)—i:f/(l)z - P S

QOCEECEE® @
® Estudia los extremos relativos de las funciones del ejercicio anterior.
En el ejercicio anterior ya hemos hallado sus derivadas.
a)
® Resolvemos la ecuacion f’(x) =0

O 2x=0 =x=010
6x? -2x =0 < 2x(3x-1) = O@DS 1= O:X—gg

® Hallamos la derivada segunda de la funC|on. f7(x)=12x-2

® Analizamos el signo de la segunda derivada para los valores obtenidos al
igualar a cero la derivada primera :

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II




Tema N° 8 —Iplicaciones de las Derivadas 3

f“(0)=12-:0-2=-2<00 ftiene un maximo en ( 0, f(0))=(0, 0)
f"(1/3)=12-(1/13)-2=4-2=2>00 ftiene un minimo en (1/3, f(1/3)) = (1/3, -1/27)

b)
® Resolvemos la ecuacion f'(x) =0

x2-2x-1 x=1-/2 ~-0'41 U
=0e=x2-2x-1=0
(2)? :Ex:1+‘/2 ~2'41 E

@ Estudiamos la monotonia mediante tabla, teniendo en cuenta que al ser f
una funcién racional tiene una discontinuidad en x -1 = 0, es decir x = 1:

X (-0, -041...) | -041... | (-04,241) | 241 | (241,0)
f (X) A N S 0 5

En donde hemos utilizado, para estudiar el signo de cada intervalo :
f'(-1) = (1+2-1)/4=1/2 >0

f'(0)=-1<0

f'(3)=(9-6-1)4=%>0

® Tenemos un maximo en (- 0’41, f(-0’41)) y un minimo en ( 2’41, f(2'41))

® Resolvemos f'(x) =0

-3x2  _ 2 _ _
T =0 =3x¥*=0=x=0

® Estudiamos la tabla ( que es mas corto que hallar la derivada segunda, que
ademas no decide pues saldra también cero )

X (o, 0) 0 (0, 2%3)
f*(x) <0 0 <0
f (X) N No N

Sélo llegamos hasta 2 pues al ser irracional su dominio llega hasta
ahi.
En donde para estudiar el signo hemos usado :
f'(-1)=-3/2<0yf'(1)=-3/2<0

® No tiene maximos ni minimos relativos.

NN EO] E RS
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©® Determina los intervalos de monotonia de las siguientes funciones :
a) f(x) = x3-3x?-9x+1
O Discontinuidades : No tiene pues es una funcién polinémica

Q Ceros de la primera derivada:

OUx=-1 U
F(X) =3x2—6x-9 > x2 -2x-3=0< 0 4
OX=3 O

Q Intervalos : (-, -1),(-1,3)y (3, ®)
Q Tabla de monotonia :

Para comprobar el signo de la derivada en cada intervalo, damos un valor
perteneciente a cada intervalo:

f4(-2) = 3:(-2% -6:(-2) -9 = 12+12-9 = 15> 0
f*(0)=-9<0
f'(4)=3.4-64-9=48-24-9=15>0

X (-, - 1) -1 (-1, 3) 3 (3, )
f(x) >0 0 <0 0 >0
f (x) % N N U F

b) (X) = 7oz

QO Discontinuidades : Al ser racional son los valores que anulan el denominador 2x +
1=0 < x=-1/2.
Q Ceros de la primera derivada:

2x+1-2(x-1 -
f/(X) — (x-1) — 21242 _ 3

(2x+1)2 (2x+1)2  ~ (2x+1)? + 0 no tiene

Q Intervalos : (- ©, -1/2) y (-1/2,+)

O Tabla de monotonia :
Para comprobar el signo de la derivada en cada intervalo, damos un valor
perteneciente a cada intervalo:

f(-1)=3>0
f‘0)=3>0
X (- 0, - 1/2) -1/2 (-1/2,)
f'(x) >0 >0
f (X) 4 A.V. 4
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c) f(x) = Vx2 -1

Q Discontinuidades : Los puntos que no pertenecen a su dominio que son ( -1, 1)
gue hacen el radicando negativo, solucién de inecuacién x* - 1 <0
Q Ceros de la primera derivada:

! — X —_ —_

f'(x) = z,/x? = o =0 <= x=0 ¢ Dom(f)
Q Intervalos : (-, -1] y[1, )

Q Tabla de monotonia :

Para comprobar el signo de la derivada en cada intervalo, damos un valor
perteneciente a cada intervalo:

f(-2) = W =2 <0
fR)=F5=75%>0
X (-, - 1] [1,)
f(X) <0 >0
f (x) < a
d) f(x) = e

Q Discontinuidades : Continua en R por ser exponencial.
Q Ceros de la primera derivada:

fi(x)=-2x.-e* = -2x.e* =0 = x=0

QO Intervalos: (- ,0) y (0, »)
QO Tabla de monotonia :

Para comprobar el signo de la derivada en cada intervalo, damos un valor
perteneciente a cada intervalo:

fi(-1)=-2.(-1)-e D’ =2.e1=5>0

f(l)=-2.-1.e=-2.e1=-5<0

X (- 0, 0) 0 (0, )
f(x) >0 0 <0
f (X) % N N
SOOEECEE® ® @
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O Estudia la convexidad o concavidad de las funciones :

Hay que estudiar el signo de la segunda derivada en esos puntos.

a) f(x) = x3-x?, en x=-3

f'x)=3x*-2x;f"(x) =6x-2=>f"(-3) =6:(-3)-2=-18 - 2 =-20 < 0= Concava (~)
b) f(x) = 2x3-3x? ,en x=0

fi{(x) =6x%-6x;f"(x)=12x-6 = f“(0)=12-0- 6 =-6 <0 = Codncava (~)

o) fx) =22 enx=5

x-1

/ _ 2X(x=1)=(x+1) _ 2x2-2x—x?-1 _ x2-2x-1 I _(2x=2)-(x-1)?~(x2-2x-1)-2-(x-1) _
P == =" a2 oF®= x-1)° =
_ (DIx2)(x-1) =20 2x-1)] _ 2x2-4x+2-2x2+4x+2 _ " _ 1
(D) =y Ty 2 6)=5 = >0=Cx

d) f(x)) Vx>-1 ,enx=3

JXT x2-1-x2

_ —_x _ szT _ 21 -1 )
Fe)= 2Jx2 = =f'()= x2-1 Xl T (e-1) el luego :
1" — - -1 _ -1 z
f'(3) = o 1)ﬁ =35 "o/ <0 = Concava (cc).
e)f(x)=v2-x3,enx=1

_ 3 oy —3x2 -12x(2-x3)-9x4
f'(x) = e :>fn(X) i S = _ 228 3xdoax
4(2-x3) T 402x3) T 4(2-x3) 23

(1) = ﬁ ==L <0 = Concava (cc).
f) f(x) =tg x, en x = 3

— 1o\ — -3 _ 2senx 11 3m 2sen(3) _ @ _
f'(X) = == = '(X) =—2 cos3x(-senx) = =% = (%) = =-4

cos3(F) (- Q]

luego es Cdncava (cc)

AN E O]l IR
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© Estudia los puntos de inflexion de las funciones del ejercicio anterior :

Para el estudio de los puntos de inflexion hay que estudiar si la derivada tercera para
los valores que anulan la segunda no son cero:

a) f(x) = x3-x2

Valores que anulan la derivada segunda ( ya calculada en el ejercicio anterior ) :
fX)=0;6x-2=0=x=2/6=1/3

Derivada tercera en los puntos que anulan la segunda derivada :
f”(x)=6=f"(1/3) =6 >0, hay un punto de inflexion en x = 1/3

b) f(x) = 2x3 - 3x?

Valores que anulan la derivada segunda ( ya calculada en el ejercicio anterior ) :
fx)=0;12x-6=0=> x=6/12 = 1/2

Derivada tercera en los puntos que anulan la segunda derivada :

f(x)=12 = f(1/2) =12 > 0, hay un punto de inflexion en x = 1/2

¢) 1) = 3¢

Valores que anulan la derivada segunda ( ya calculada en el ejercicio anterior ) :

f'(x) =0 = =55 # 0 = No existe punto de inflexion

d) f(x) = Vyx?-1
Valores que anulan la derivada segunda ( ya calculada en el ejercicio anterior ) :

f'(X)=0=> +0 = No tiene punto de inflexion.

-1
(x2-1) /x2-1

e) f(x)= J2-x3

Valores que anulan la derivada segunda ( ya calculada en el ejercicio anterior ) :

x=0 [
[]

f'(x) =0 M—o 3x4 — — ( 3_ )—
(X) = =0=3x*-24x=0 = x(3x>*-24 —OI]X 22 _o
=35 =

4(2-x3) J2-x3 0 0

Derivada tercera en los puntos que anulan la segunda derivada :
Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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_3y2 4(12x3-24)(2-x3)+18x2(2-x3)(3x4-24%)
P10 = (12x3-24)-4-(J2-x3 )3—(3x4—24x)~4~3(2—x3)-2 J:-? _ =
16( /23 )° 16(/2x3 )°

2(2-x3)[2(12x3-24)+9x2(3x*-24x)] _ (2-x3)[2(12x3-24)+9x2(3x*-24x)] _ 24x3-48+27x6-216x3 _

16/(2-x3)7 8(2-x3)3 J2-x3 T 8(2-x3)2 J2-x3

_ 27x6-192x3-48
8(2—x3)2 J2-x3

X = 2 no pertenece al dominio de f(x) pues anula el denominador, luego so6lo queda
ver el signo de :

"(0) =55 75 =55 <0, punto de inflexion en x = 0.
f) f(x) = tgx

Valores que anulan la derivada segunda ( ya calculada en el ejercicio anterior ) :

f'(x) =0 => 2% =0 <= senx=0 <= x=180k y ke Z

cos3x

Derivada tercera en los puntos que anulan la segunda derivada :

f’”(X) _ 2cosx cos3x—2senx-3 cos?x-(—senx) _ 2cos?x[cos?x+3sen?x] _ 2(cos?x+3sen?x) _
- cosbx - cosbx - cos4x -

_ 2(cos®x+sen®x+2sen?x) _ 2(1+2sen®x) _ 2+4sen®x
- cos4x - cos4x ~  cos4x

(180k) = 22500899 — 260 = 5 > 0 punto de inflexion en x = 180k = 7k

AR E[O) | IR
® Determina los intervalos de curvatura de las siguientes funciones :
a) f(x) = x3 -x? -8x
£ Discontinuidades.
Como es una funcién polinébmica, es continuaen R .
#+ Derivada segunda
f'(x) =3x?-2x-8;f"(x)=6x- 2.
£ Ceros de la derivada segunda.

f"X)=0=6x-2=0&x=1/3

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II



Tema N© 8 —Iplicaciones de las Derivadas 9

# Tabla en que estudia la curvatura a partir del signo de la derivada segunda :
f’(0)=6-0-2=-2<0.

fo(1)=61-2=4>0.

(- 00, 1/3) 1/3 (1/3,0)
<0 0 >0
cc P.l. CX

b) g(x) = x3-3x+2

£ Discontinuidades.

Como es una funcién polinémica, es continuaen R .

# Derivada segunda

g‘(x) = 3x* - 3 ; g"(x) = 6X.

# Ceros de la derivada segunda.

g’'X)=0=26x=0x=0

£ Tabla en que estudia la curvatura a partir del signo de la derivada segunda :
g’(-1)=6:(-1)=-6<0.

9"(1)=6:1=6>0.

('0010) 0 (0100)
<0 0 >0
cc P.l. cX

¢) h(x) = 5

£ Discontinuidades.

Como es una funcion racional es discontinuaenl-x=0®x=1.
# Derivada segunda

h' ( ) — 2X(1-X)x*(-1) _ 2x-2x2+x® _ —x2+2x ~h" (X) _ (=2x+2)-(1-%) 2 ~(-x2+2x)2(1-x)(-1) _

(1-x)? B P R I (1-x)*
_ (@x)l(=2x+2)(1-x)+2(=x2+2x)] _ (=2x+2)(1-x)+2(=x2+2X) _ —2x+2+2x2-2x=2x2+4x _ 2
- (1-x)*4 - (1-x)3 - (1-x)3 T (1x?®

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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# Ceros de la derivada segunda. Intervalos

h"(x) =0, pero como la derivada segunda no se anula (2 = 0) = No tiene ceros
Los intervalos de signo constante se forman pues con las discontinuidades:
(-0,1),(1, o)

# Tabla en que estudia la curvatura a partir del signo de la derivada segunda :

h'(0) =57 =2>0yh"(2)= 5z =7 =-2<0
(- 0, 1) 1 (1,0)
>0 i <0
CX A. vertical cC

d) i(x) = 2senx

£ Discontinuidades.

Como es una funcioén seno es continuaen R .

# Derivada segunda

I'(X) =2 cosx=i"(X) = -2senx

# Ceros de la derivada segunda.Intervalos
i"(X)=0=-2senx=0=senx=0< x=knykeZ
Los intervalos de signo constante son (k 1t, (k+1) 1)

# Tabla en que estudia la curvatura a partir del signo de la derivada segunda :
i"(-%)=-2sen(-%)=-2. =J/2 >0

i"(F)=-2sen(§)=-2. % =-J2 <0
i"(Z)=-2sen(Z£)=-2-5=1>0

>0 0 <0 0 >0
CcX P.l. cc P.l. cX

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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e) j(x) =cos(x— %) = senx = 5i(X)

i(X) y j(X) s6lo se diferencian en una constante (1/2), todo lo dicho para i(x) es valido
para j(x), es decir tienen los mismos intervalos de concavidad y convexidad.

f) k(x) = xe*

@ Discontinuidades.

Como es una funcién exponencial es continuaen R .

# Derivada segunda

K'(X) = e+ x-e=e*(x+1) ; k’(X) = e (x+1) + e*= e*( x+2)
& Ceros de la derivada segunda.Intervalos

UeX=0 x=-oo U
I = X =
kK'(X) =0 = eX(x+2) 0®%x+2=0 (= > E

Los intervalos de signo son :

(-,-2),(-2,0)

% Tabla en que estudia la curvatura a partir del signo de la derivada segunda :
k’(-3)=e®(-3+2)=-e®=-1/e*<0

kK’(0)=e’(0+2)=12=2>0

(- 0, -2) -2 (-2,0)
<0 0 >0
cc P.l. ()4

OCEHEOEE® ® @

@ Representa grdficamente las funciones de los apartados a, b y ¢ del ejercicioN° ©.
a) f(x) = x3 -x? +8x
® Dominio

Dom(f) = R, pues es una funcién polindmica.

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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@ Simetria
f( - X) = (-x)® -(-x)? -8(-x) = -x® -x2 +8x # f(x) O No tiene
® Periodicidad.
No es periddica.
@ Cortes con los ejes .
@ Con el gje de abscisas, horizontal u OX (f(x) = 0)

O X =

x3-x2-8x=0=x(x*-x-8)=0=>0 , x = —— =337
X -Xx-8=0 1-/33

o X= 5= =237

Luego los puntos de corte son ( 0, 0), (3'37,0) y (-2'37, 0)

I |

@ Con el gje de ordenadas, vertical u OY (x = 0).
f(0) =0, luego es el origen (0,0).
® Asintotas y ramas infinitas
Al ser una funcién polinébmica no tiene asintotas verticales, ni horizontales ni
oblicuas.
Ramas infinitas :
im f(x) = Jim,(x* —x* —8x) = (-0)* =~
Jim 00 = Jim (x> —x* —8x) = (+00)* = +o0
® Monotonia y extremos relativos.
® Discontinuidades:

Es continua en R, por ser polindmica.

®Ceros de la derivada primera.

Hx=2/5% _ 8__24
fX)=0=3x>-2x-8=0=0"  ,, ees . - 0O
E)(:2 296 = 1—62:2 E

® Intervalos y tabla :

(-, -4/3) | -413 | (-4/3,2) | 2 (2,0)
>0 0 <0 0 >0
2 N > U 4

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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@ Curvatura y puntos de inflexion.
@Ceros de la derivada segunda
f"(X)=6x-226x-2=0& x=2/6=1/3

@Intervalos y tabla

P.l. CcX

Resumen de la informacién obtenida

® Dibujo de la curva de la funcion:

Con la informacion de la tabla anterior se traza la curva de la funcién :

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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b) g(x) = x3-3x+2
® Dominio
Dom(g) = R, pues es una funcién polindmica.
@ Simetria
g(- X) = (-x)® -3:(-x) +2 = -x* +3x + 2 # g(x) 0 No tiene
® Periodicidad.
No es periddica.
@ Cortes con los ejes .
© Con el gje de abscisas, horizontal u OX (g(x) = 0)

x3 - 3x + 2 = 0, hay que probar por Ruffini entre div(2) = {1, £ 2 }

1 0 -3 2
1 1 1 -2

1 1 -2| 0
1 1 2

1 2| 0
-2 -2

l| 0

Luego los puntos de corte son (-2,0)y (1, 0)
@ Con el gje de ordenadas, vertical u OY (x = 0).
g(0)=2,luego es (0, 2).

® Asintotas y ramas infinitas

Al ser una funcién polindbmica de grado superior a uno, no tiene asintotas
verticales, ni horizontales ni oblicuas.

Ramas infinitas :

Jim g(x) = JLFI]O(X?’ ~3x+2) =(~0)% =—0

Jim, g0) = lim (¢ ~3x+2) = (+00)* = +oo

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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® Monotonia y extremos relativos.
®@Discontinuidades:
Es continua en R, por ser polindmica.

®Ceros de la derivada primera.

/ Ax=-/3 = -1 §
g(x)=0:3x2—3204:>§x=+é= . E

® Intervalos y tabla :

@ Curvatura y puntos de inflexion.
@Ceros de la derivada segunda
g'(x)=6x =26x=0%& x=0

@Intervalos y tabla

P.l. cX

Resumen de la informacién obtenida

® Dibujo de la curva de la funcion:

Con la informacion de la tabla anterior se traza la curva de la funcién :

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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2
c) h(x) =1x
® Dominio

Al ser una funcién racional, no pertenecen al dominio los valores de x que anulan el
denominador : 1 - x =0 = x =1=Dom(h) = R - {1}

® Simetria

_ (—X)2 _ x2 .
h(-x) = == = 17=x #h(x) = No tiene

® Periodicidad.

No es periddica.

@ Cortes con los ejes .
@ Con el gje de abscisas, horizontal u OX (h(x) = 0)
X -0ox2=0>x=0
Luego el punto de corte es el ( 0, 0)
@ Con el gje de ordenadas, vertical u OY (x = 0).
h(0) =0, luego es el origen (0,0 ).

® Asintotas y ramas infinitas

ElVerticales
X =1 como hemos visto en el dominio pues

lim h(x) = o0

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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ElHorizontales.

. . 2 2 . . 2 2 .
lim h(x) = lim 75 =7 =+ y lim h(x) = lim 75 = %5 =—0 No tiene

X—>—00
EOblicuas
Puede tener, pues no tiene horizontales:
Realizamos la divisién (x?) : (-x+1):
w2 SH o+ ]
x4 - -
X

- ¥+
1

Luego la asintota oblicua esy = -x - 1 por ambos lados.

® Monotonia y extremos relativos.

®Ceros de la derivada primera.

) 0 x=0 O
Iy = 2XX2 _ —y2 — —x) =
h'(X) =57 =0=>2x-x*=0=Xx(2-X) 0:>E2_X:02 XZZE

®@ Intervalos y tabla :

Teniendo en cuenta la discontinuidad x = 1y los ceros de h’(x) , x=0y x = 2,
la tabla queda :

(- », 0) 0 (0, 1) 1 (1,2) 2 (2,0)
<0 0 >0 A >0 <0
N U % i % N &

En donde, para averiguar el signo de cada intervalo, hemos tomado :

2(=1)=(-1)2 o 21—12 1-3 2
(-1)-(-1)° _ 21:_%<0;h/(%): 7(7) _ T:%:3>0

'(—1) —
h ( 1) a (1_(_1))2 -4 (l_%)Z - %:
3 2£_<£)2 3- o 3 . 2. 3_32 6-9 3
h'(z) = (21_%2)2 :—; :% =3>0;h'(3) = 3 === =3<0

® Curvatura y puntos de inflexién.

No es necesario hallarla para no complicar la resolucion.

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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Resumen de la informacién obtenida

w| 20)] o] (0,1) | 1]@a,2 2| 2 | e
<0 0 >0 21 >0(0| <O
D U 4 Al 4 |1 Nn| &

+00 0 ALV. -4 —00

® Dibujo de la curva de la funcion:

Con la informacion de la tabla anterior se traza la curva de la funcién :

AR E O]l IR AR

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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