
n ,QGLFD�FXiOHV�GH�ODV�IXQFLRQHV�VLJXLHQWHV�VRQ�SULPLWLYDV�GH�I�[�� �[H[��
�

Si al derivarlas dan la función f(x), sí son primitivas, en caso contrario no.

a) F(x) = ex (x-1)

F ‘(x) = ex (x - 1) + ex ·1= ex (x - 1 + 1 ) = x ex = f(x) Sí.

b) G(x) = xex - ex + 2 .

G’(x) = 1· ex + x ex - ex = x ex = f(x) Sí.

c) H(x) = x ex - x - 2 

H’(x) = 1· ex + x ex -1 = ex(x+1) - 1 ≠ f(x) No.

�����������

o 6DELHQGR�TXH��
� exdx = ex + C y � cosxdx = senx+ C

DSOLFD ODV�SURSLHGDGHV� GH� ODV� LQWHJUDOHV� LQGHILQLGDV�SDUD� KDOODU� ODV� LQWHJUDOHV
GH�ODV�IXQFLRQHV��

a) f(x) = ex - cosx

� f(x)dx = �(ex − cosx)dx = � exdx − � cosxdx = ex + C1 − (senx+ C2) = ex − senx+ C

b) f(x) = 3cosx + ex

� f(x)dx = �(3 cosx+ ex)dx = � 3 cosxdx+ � exdx = 3 � cosxdx+ � exdx = 3(senx+ C1) +

+ex + C2 = 3senx+ ex + (3C1 + C2) = 3senx+ ex + C

c) f(x) = 5ex + cosx

� f(x)dx = �(5ex + cosx)dx = � 5exdx + � cosxdx = 5 � exdx+ � cosxdx = 5(ex + C1) +

+senx+ C2 = 5ex + senx+ (5C1 + C2 ) = 5ex + senx+ C

d) f(x) = ex/12 - cosx.

� f(x)dx = �( ex

12 − cosx)dx = � ex

12 dx− � cosxdx = 1
12 � exdx− � cosxdx = 1

12 (ex + C1) −

−senx+ C2 = ex

12 − senx+ C1

12 + C2 = ex

12 − senx + C

�����������

Tema Nº 9 — ,QWHJUDOHV�,QGHILQLGDV,QWHJUDOHV�,QGHILQLGDV�������������������������������������������������������������	 1

0DWHPiWLFDV�DSOLFDGDV�D�ODV�&&�66��,,



p +DOOD�ODV�LQWHJUDOHV :

a) � x7dx = x7+1

7+1 + C = x8

8 + C

b) � 1
x4 dx = � x−4dx = x−4+1

−4+1 + C = x−3

−3 + C = − 1
3x3 + C

c) � x−1dx = � 1
x dx = ln x + C

d) � 1
6 x dx = � 1

x
1
6

dx = � x− 1
6 dx = x− 1

6 +1

− 1
6 +1

+ C = x
5
6

5
6

+ C =
6 6 x5

5 + C

e) � 5xdx = 5x

ln5 + C

f) � 5 x3 dx = � x
3
5 dx = x

3
5 +1

3
5 +1

+ C = x
8
5

8
5

+ C =
5 5 x8

8 + C =
5x 5 x3

8 + C

�����������

q 8WLOL]D�ODV�SURSLHGDGHV�GH�ODV�LQWHJUDOHV�SDUD�FDOFXODU�ODV�VLJXLHQWHV� 

a) � −2 5 x3 dx = −2 � x
3
5 dx = −2 x

3
5 +1

3
5 +1

+ C = −2 x
8
5

8
5

+ C = −
5 5 x8

4 + C

b) � 1
x + 1

x3 dx = � 1
x dx + � x−3dx = ln x + x−3+1

−3+1 + C = ln x − 1
2x2 + C

c) �(x+ 1)2dx = �(x2 + 2x + 1)dx = � x2dx + 2 � xdx + � dx = x3

3 + x2 + x+ C

d) � x2

x3+2 dx =
 

 
 

t = x3 + 2H dt = 3x2dx
dx = dt

3x2
= � x2

t
dt

3x2 = 1
3 �

dt
t = 1

3 ln t = 1
3 ln |x3 + 2| + c

�����������

r +DOOD�ODV�LQWHJUDOHV�VLJXLHQWHV��

a) �(x4 − 3x)5(4x3 − 3)dx =
 

 
 

t = x4 − 3x
dt = (4x3 − 3)dx H dx = dt

4x3−3

 

 
 =

= � t5(4x3 − 3) dt
(4x3−3) = � t5dt = t5+1

5+1 = t6
6 = 1

6 (x4 − 3x)6 + C

b) � cot gxdx = � cos x
senx dx =

 

 
 

t = senx
dt = cosxdx H dx = dt

cosx

 

 
 = � cos x

t
dt

cosx =
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= � dt
t = ln t = ln |senx| + C

c) � x3+2
(x4+8x+1)2 dx =

 

 
 

t = x4 + 8x + 1
dt = (4x3 + 8)dx H dx = dt

4(x3+2)

 

 
 = � x3+2

t2
dt

4(x3+2) =

= 1
4 �

dt
t2 = 1

4 � t−2dt = 1
4

t−2+1

−2+1 = 1
4

t−1

−1 = − 1
4t = − 1

4(x4+8x+1) + C

d) � 3 x

x dx =
 

 
 

t = x H dt = dx
2 x

dx = 2 x dt

 

 
 = � 3t

x 2 x dt = 2 � 3tdt = 2�3t

ln3 + C =

= 2
ln 3 3 x + C

e) � x2ex3
dx =

 

 
 

t = x3 H dt = 3x2dx
dx = dt

3x2

 

 
 = � x2et dt

3x2 = 1
3 � etdt = 1

3 et + C =

= 1
3 ex3 + C

f) � sen4xcos xdx =
 

 
 

t = senx
dt = cos xdx

 

 
 = � t4dt = t5

5 = 1
5 sen5x + C

g) � x2

x3+2 dx =
 

 
 

t = x3 + 2 H dt = 3x2dx
dx = dt

3x2

 

 
 = � x2

t �
dt

3x2 = 1
3 �

dt
t = 1

3 ln t =

= 1
3 ln |x3 + 2| + C

h) � 2x

5x dx = �( 2
5 )xdx =

2
5

x

ln 2
5

+ C

�����������

s�8WLOL]D�HO�PpWRGR�GH�GHVFRPSRVLFLyQ�SDUD�KDOODU�ODV�LQWHJUDOHV��

a) �( x + 2)4dx

Para resolver esta integral hemos de recordar la fórmula del binomio de
Newton para realizar la potencia del binonmio:

(a + b)n = n
0( )anb0 + n

1( )an−1b1 + n
2( )an−2b2 + ... + n

n−2( )a2bn−2 + n
n−1( )a � bn−1 + n

n( )a0bn

En nuestro caso :

( x + 2)4 = 4
0( )( x )4 + 4

1( )( x )32 + 4
2( )( x )222 + 4

3( ) x 23 + 4
4( )24 =
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= x2 + 8 x3 + 24x + 32 x + 16
Entonces :

= �( x + 2)dx = � x2 + 8 x3 + 24x + 32 x + 16 dx = � x2dx + 8 � x
3
2 dx +

+24 � xdx + 32 � x
1
2 dx + 16 � dx = x3

3 + 8 x
5
2

5
2

+ 24 x2

2 + x
3
2

3
2

+ 16x + C =

= x3

3 + 16 x5

5 + 12x2 + 2 x3

3 + 16x + C = x3

3 + 16
5 x2 x + 12x2 + 2

3 x x + 16x + C

b) � 1−x
x dx = � 1

x dx − � x
x dx = � x

−1
2 dx − � x

1
2 dx = x

1
2

1
2

− x
3
2

3
2

+ C =

= 2 x − 2
3 x x + C

c) � 9x+6x

3x dx = �( 9
3 )xdx + �( 6

3 )xdx = � 3xdx + � 2xdx = 3x

ln3 + 2x

ln 2 + C

d) � x3+4x+3
x dx = � x3

x dx + 4� x
xdx + 3 � dx

x = � x2dx + 4 � dx + 3 � 1
x dx =

= x3

3 + 4x + 3 ln |x| + C

e) � (x+1)�(x−1)
x2 dx = � x2−1

x2 dx =� x2

x2 dx − � 1
x2 dx = � dx − � x−2dx = x − x−1

−1 =

= x + 1
x + C

�����������

t 8WLOL]D� HO� FDPELR� GH� YDULDEOH� LQGLFDGR� SDUD� FDOFXODU� ODV� LQWHJUDOHV
VLJXLHQWHV��

a) �( 1
3 x + 2)8dx =

 

 
 

t = 1
3 x + 2H dt = dx

3

dx = 3dt
 

 
 = � t83dt = 3 � t8dt = 3 t9

9 =

= 1
3 ( 1

3 x + 2)9 + C

b) � cos x
senx dx =

 

 
 

t = senxH dt = cos xdx
dx = dt

cosx

 

 
 = � cos x

t �
dt

cos x = � t− 1
2 dt =

= t
1
2
1
2

= 2 t = 2 senx + C

�����������
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u8WLOL]D�HO�PpWRGR�GH�LQWHJUDFLyQ�SRU�SDUWHV�SDUD�KDOODU�ODV�LQWHJUDOHV��

a) � xsenxdx =
 

 
 

u = x H du = dx
dv = senxdx H v = � dv = � senxdx = −cosx

 

 
 = −xcosx−

−� −cosxdx = −xcosx + � cosxdx = −xcosx+ senx+ C

b) � 3x � exdx = 3 � x � exdx =
 

 
 

u = x H du = dx
dv = exdx H v = � exdx = ex

 

 
 = 3 xex − � exdx =

= 3(xex − ex) + C = 3ex(x− 1) + C

c) � x5 ln xdx =
 

 
 

u = ln x H du = 1
x dx

dv = x5dx H v = � x5dx = x6

6

 

 
 = x6

6 ln x− � x6

6 �
1
x dx =

= x6

6 ln x− 1
6 � x5dx = x6

6 ln x− 1
6

x6

6 + C = x6

6 (ln x − 1
6 ) + C

d) � xe3xdx =
 

 
 

u = x H du = dx
dv = e3xdx H v = � e3xdx = 1

3 e3x

 

 
 = 1

3 xe3x − 1
3 � e3xdx =

= 1
3 xe3x − 1

3
1
3 e3x + C = 1

3 e3x(x− 1
3 ) + C

�����������

v&DOFXOD�ODV�VLJXLHQWHV�LQWHJUDOHV�GH�IXQFLRQHV�UDFLRQDOHV��

a)� 2x+1
x2−4 dx

c Descomponemos el denominador : x2 - 4 = (x+2)(x -2)

d Integrando como suma de fracciones simples :

2x+1
x2−4 = A

x+2 + B
x−2 =

A(x−2)+B(x+2)
(x+2)(x−2) , igualamos numeradores 2x+ 1 = A(x− 2) + B(x + 2)

y dando valores :

luego :
 

 
 

x = 2H 2 � 2 + 1 = A(2 − 2) + B(2 + 2)Z 5 = 4BZ B = 5
4

x = −2H 2(−2) + 1 = A(−2 − 2) + B(−2 + 2)Z −3 = −4AZ A = 3
4

 

 
 

e Integración de las fracciones obtenidas :

� 2x+1
x2−4 dx = � 3/4

x+2 dx+ � 5/4
x−2 dx = 3

4 �
dx
x+2 + 5

4 �
dx
x−2 = 3

4 ln |x+ 2| + 5
4 ln |x− 2| + C =

= ln 4 |x+ 2|3 + ln 4 |x − 2|5 + C = ln 4 |x+ 2|3
� |x − 2|5 + C
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b) � 1
x2−3 dx

c Descomponemos el denominador : 

x2 − 3 = (x+ 3 )(x− 3 )

d Integrando como suma de fracciones simples :

1
x2−4 = A

x+ 3 + B
x− 3 =

A(x− 3 )+B(x+ 3 )
(x+ 3 )(x− 3 ) , igualamos numeradores 1 = A(x− 3 ) + B(x+ 3 )

y dando valores :

 

 
 
 

 

x = 3 H 1 = A( 3 − 3 ) + B( 3 + 3 )Z 1 = 2 3 BZ B = 1
2 3

x = − 3 H 1 = A(− 3 − 3 ) + B(− 3 + 3 )Z 1 = −2 3 AZ A = −1
2 3

 

 
 
 

 

e Integración de las fracciones obtenidas :

� 1
x2−3 dx = �

1/2 3

x+ 3 dx+ �
−1/2 3

x− 3 dx = 1
2 3 �

dx
x− 3 − 1

2 3 �
dx

x+ 3 =
3
6 ln |x − 3 | −

−
3
6 ln |x + 3 | + C =

3
6 (ln |x− 3 | − ln |x+ 3 |) + C =

3
6 ln |

x− 3

x+ 3 | + C

c) � 4x+3
x2−6x−7 dx

c Descomponemos el denominador : 

x2 − 6x− 7 = 0Z
 

 
 
 

 

x =
6− 36+28

2 = 6−8
2 = −1

x =
6+ 36+28

2 = 6+8
2 = 7

 

 
 
 

 

d Integrando como suma de fracciones simples :

4x+3
x2−6x−7 = A

x+1 + B
x−7 =

A(x−7)+B(x+1)
(x+1)(x−7) , igualamos numeradores 4x + 3 = A(x − 7) + B(x+ 1)

y dando valores :

luego :
 

 
 

x = 7H 4 � 7 + 3 = A(7 − 7) + B(7 + 1)Z 31 = 8BZ B = 31
8

x = −1H 4(−1) + 3 = A(−1 − 7) + B(−1 + 1)Z −1 = −8AZ A = −1
8

 

 
 

e Integración de las fracciones obtenidas :

� 4x+3
x26x−7 dx = � −1/8

x+1 dx+ � 31/8
x−7 dx = −1

8 �
dx

x+1 + 31
8 �

dx
x−7 = −1

8 ln |x + 1| + 31
8 ln |x− 7| + C =

Tema Nº 9 — ,QWHJUDOHV�,QGHILQLGDV,QWHJUDOHV�,QGHILQLGDV�������������������������������������������������������������	 6

0DWHPiWLFDV�DSOLFDGDV�D�ODV�&&�66��,,



= 31
8 ln |x− 7| − 1

8 ln |x+ 1| + C

�����������

Resolución de ejercicios y problemas

n 'DGD�OD�IXQFLyQ�I�[� = x2 + 4x - 1.�FDOFXOD��

D��/D�SULPLWLYD�FX\D�JUiILFD�SDVD�SRU A = (1, 1).

E��/D�SULPLWLYD�TXH�VH�DQXOD�SDUD x = -1.

---oo0oo---

El conjunto de todas las primitivas es su integral definida :

F(x) = �(x2 + 4x− 1)dx = x3

3 + 2x2 − x+ C

a) F(1) = 1 pues pasa por el A = (1, 1)

13

3 + 2 � 12 − 1 + C = 1HC = 1 + 1 − 2 − 1
3 = − 1

3 , y , por tanto, la primitiva es:

F(x) = x3

3 + 2x2 − x − 1
3

b) F(-1) = 0

(−1)3

3 + 2 � (−1)2 − (−1) + C = 0HC = −1 − 2 + 1
3 = − 8

3

F(x) = x3

3 + 2x2 − x − 8
3

�����������

o 'DGD�OD�IXQFLyQ�I�[� = lnx, FDOFXOD��

D��/D�SULPLWLYD�FX\D�JUiILFD�SDVD�SRU A = (1, 3).

E��/D�SULPLWLYD�TXH�VH�DQXOD�SDUD x = e.

---oo0oo---

Hallamos, por partes, la integral indefinida:

F(x) = � ln xdx =
 

 
 

u = ln xH du = dx
x

dv = dxH v = � dx = x

 

 
 = xln x− � x � dx

x = x ln x− � dx = xln x− x + C
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a) Si pasa por el (1, 3) , F(1) = 3 :

F(1) = 1(ln 1 − 1) + C = −1 + C = 3Z C = 3 + 1 = 4

y por tanto F(x) = x(lnx-1) + 4

b) F(e) = 0;Ö e(lne - 1) + C = 0 Ù0 + C = 0Ù C = 0, y por tanto :

F(x) = x(lnx - 1)  

�����������

p /D�ILJXUD�PXHVWUD�OD�JUiILFD�GH�OD�IXQFLyQ�I��'HWHUPLQD�D�SDUWLU�GH�OD
ILJXUD��OD�PRQRWRQtD�\�ORV�H[WUHPRV�UHODWLYRV�GH�FXDOTXLHU�SULPLWLYD�)�GH�I. 

---oo0oo---

Por definición la derivada de cualquier primitiva es la función original es decir
F’(x) = f(x), luego es como si se nos proporcionase la gráfica de la derivada de una
función, en donde el signo nos informa de la monotonía y los cambios de signo de
los extremos relativos, construimos la tabla de intervalos, signos de la derivada y
características de la función :

Ü�Þ�Ü�Þ�ÜF(x)
> 00< 00> 00< 00> 0F‘(x)=f(x)

(2 , ∞ )∞ )2(0 , 2 )0(-1 , 0) -1(-3 , -1)-3(- ∞∞, -3)x

�����������

q &DOFXOD�ODV�LQWHJUDOHV��

, es una integral “cíclica” en la que hay que utilizar una) � e3xsenxdx
procedimiento  especial, después de utilizar dos veces el método “ por partes” :

� e3xsenxdx =
 

 
 

u = e3x H du = 3e3xdx
dv = senxdx H v = � senxdx = −cosx

 

 
 = −e3x cosx − � −cosx � 3e3xdx

= −e3x cos x+ 3 � cosx � e3xdx =
 

 
 

u = e3x H du = 3e3xdx
dv = cosxdx H v = � cosxdx = senx

 

 
 =

= −e3x cos x+ 3 e3xsenx− � senx � 3e3xdx = −e3x cosx+ 3e3xsenx− 9 � senx � e3xdx

y pasando esta última integral al primer miembro :

� senx � e3xdx+ 9 � senx � e3xdx = 10 � senx � e3xdx = e3x(3senx− cos x), despejando:
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� senx � e3xdx = e3x(3senx − cos x)/10 + C
b) � cosxexdx, otro caso de integral cĺclica:

� cosxexdx =
 

 
 

u = cosxH du = −senxdx
dv = exdxH v = � exdx = ex

 

 
 = ex cos x− � ex(−senx)dx =

= ex cos x+ � exsenxdx =
 

 
 

u = senxH du = cosxdx
dv = exdxH v = � exdx = ex

 

 
 =

= ex cos x+ exsenx− � ex cosxdx, y pasando esta ultima integral al primer miembro:

� cosxexdx+ � ex cosxdx = 2 � ex cos xdx = ex(senx+ cos x), luego :

� ex cos xdx = ex

2 (senx + cos x) + C

c)� −2ex cosxdx

Esta integral es igual a la anterior multiplicada por -2 :

� −2ex cosxdx = −2 � ex cosxdx = −2 �
ex

2 (senx+ cosx) = −ex(senx+ cosx) + C

d) � cos(ln x)dx, otra integral del tipo ”cĺclico”

� cos(ln x)dx =
 

 
 

u = cos(ln x) H du = −sen(ln x) � dx
x

dv = dxH v = � dx = x

 

 
 = xcos(ln x) − � x(−sen(ln x) dx

x =

= xcos(ln x) + � sen(ln x)dx =
 

 
 

u = sen(ln x) H du = cos(ln x) � dx
x

dv = dxH v = � dx = x

 

 
 =

= xcos(ln x) + xsen(ln x) − � xcosx(ln x) dx
x = xcos(ln x) + xsen(ln x) − � cosx(ln x)dx

y, pasando esta última integral al primaer miembro :

� cosx(ln x)dx+ � cos x(ln x)dx = 2 � cosx(ln x)dx = xcos(ln x) + xsen(ln x), luego :

� cos x(lnx)dx = x
2 (sen(ln x) + cos(ln x)) + C

�����������

q &DOFXOD�ODV�LQWHJUDOHV�

a) � 5x−8
x dx = � 5x

x dx− � 8dx
x = 5 � x

1
2 dx − 8 � x− 1

2 dx = 5 x
3
2

3/2 − 8 x
1
2

1/2 + C =
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= 10
3 x x − 16 x + C

b) � 4x
2x+7 dx =

 

 
 

t = 2x+ 7H x = t−7
2

dt = 2dxH dx = dt/2

 

 
 = �

4 t−7
2

t
dt
2 = � t−7

t dt = � t
t dt −

−� 7
t dt = � t

1
2 dt − 7 � t− 1

2 dt = t
3
2

3/2 − 7 t
1
2

1/2 = 2
3 t3 − 14 t = 2

3 (2x + 7)3 − 14 2x+ 7 + C

c) � 3x+2
x−1

dx =
 

 
 

t = x− 1H x = t + 1
dx = dt

 

 
 = �

3(t+1)+2
t dt = � 3t+5

t dt = � 3t
t dt + � 5

t dt =

= 3 � t
1
2 dt + 5 � t− 1

2 dt = 3 t
3
2

3/2 + 5 t
1
2

1/2 = 2 t3 + 10 t = 2 (x− 1)3 + 10 x− 1 + C

�����������

s (O� FRVWH� PDUJLQDO� GH� IDEULFDU� OD� XQLGDG� [� �� �� GH� XQ� GHWHUPLQDGR
SURGXFWR�YLHQH�GDGR�SRU�OD�IXQFLyQ��

CMg(x+ 1) = 6 − 2
x

D��6DELHQGR�TXH�HO�FRVWH�GH�IXQFLRQDPLHQWR�DVFLHQGH�D��������s���KDOOD�OD

IXQFLyQ�TXH� H[SUHVD� HO� FRVWH� WRWDO�GH� IDEULFDFLyQ�GH� [�XQLGDGHV�GH�GLFKR

SURGXFWR�

E��&DOFXOD�FXiQWR�FXHVWD�IDEULFDU�����XQLGDGHV�GH�GLFKR�SURGXFWR�

---oo0oo---
Como hemos visto en el tema anterior, usando el concepto de diferencial de

una función, se cumple que CMg(x+1 ) ≈ C’(x), luego la función de costes C(x) es
una primitiva de CMg(x+1 ) :

C(x) = �CMg(x + 1)dx = � 6 − 2
x dx = 6 � dx− 2 � x− 1

2 dx = 6x− 2 x
1
2

1/2 = 6x− 4 x + C

a) Determinamos el valor de la constante teneiendo en cuenta que C(0) = 84
000 euros :

6 � 0 − 4 � 0 + C = 84000HC = 84000

y ala función de costes: 

C(x) = 6x − 4 x + 84000

b) Hemos de hallar C(400)

C(400) = 6 � 400 − 4 400 + 84000 = 2400 − 80 + 84000 = 86320 euros.

�����������
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