Tema N° 9 —INTECGRALES INDEFINIDAS 1

O Indica cudles de las funciones siguientes son primitivas de f(x) = xe* :
Si al derivarlas dan la funcion f(x), si son primitivas, en caso contrario no.
a) F(x) = e*(x-1)
F'X)=e*(x-1)+e*:1=e*(x-1+1)=xe*=f(x) Si.
b) G(X) = xe*-e*+ 2.
G(xX)=1-e+xe‘-e*=xe*=1f(x) Si.
C) Hx) =xe*-x-2
H(X) =1 e +xe*-1=eXx+1) - 1 £ f(x) No.
SoonDOEE® ®®
® Sabiendo que :
[eXdx=e*+Cy [ cosxdx=senx+C
aplica las propiedades de las integrales indefinidas para hallar las integrales
de las funciones :
a) f(x) = e* - cosx
[ f)dx = [(e* - cosx)dx = | e*dx - | cosxdx =e*+ C1 — (senx+C>) = e* —senx+C

b) f(x) = 3cosx + e*

[ f)dx = [(3cosx+eX)dx= [ 3cosxdx+ | e*dx=3 | cosxdx+ | eXdx =3(senx+C1) +
+e*+Cy =3senx+e*+(3C1+C2) =3senx+e*+C
c) f(x) = 5e* + cosx
[ f)dx = [ (5e* + cosx)dx = | 5e*dx + | cosxdx=5 | e*dx+ | cosxdx =5(e*+C1) +
+senx+Cz =5e* +senx+(5C1 + C2) =5e*+senx+C
d) f(x) = €12 - cosx.
[f()dx = [(%5 - cosx)dx = [ &dx~ | cosxdx =+ | e*dx~ [ cosxdx =+5(e*+C1) -
-senx+C» :f—;—senx+(%+02) :‘f—; —-senx+C

AR E O]l IR AR
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© Halla las integrales :

x7+1

a) §X7dX: - +C =X—88+C

b) [ Zdx=[x4dx=257+C=23+C=-55+C

c) | xtdx= | xdx=Inx+C

1, 5
d)j—dX fjdx:jX‘édxz Xfl +C=%+C= =
e) [ 5*dx=25+C

f) | %% dx= [ xsdx=2

§
5+

QOHEOEE® ® @
O Utiliza las propiedades de las integrales para calcular las siguientes:

%["

a)j—z\/x_3dx——2§Xde_—2X5 +C= —2ﬂ+c_— +C

2x2

b) [(] +%)dx= [ %dx+ [ xBdx=Inx+%57 +C=Inx-55 +C
c) f(x+1)2dx:§(x2+2x+1)dx=fx2dx+2fxdx+fdx=x—§+x2+x+C

= T =3

d) [ Z5dx= 0 dx = =2Int=3In|x®+2|+c
H dx=

3x2
oA E O] E EIRRRH

© Halla las integrales siguientes :

t =x*-3x

O
4 3
a) J(x* —3x)°(4x° - 3)dx = Hdt = (4x3 -3)dx = dx = 2

IZII_I__[H:I

4x3 -3

= 15(4x3 - 3)(4x3 3~ §t5dt = tssii =% =£(x*-3x)°+C

0 t=senx
_ [ cosx
b) | cotgxdx = | Skdx = %dt— COSXdX = dX = ooy D=f

cosx dt _
T TOSX —
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=[ £ =Int=In|senx|+C

U t=x*+8x+1

x3+2 — x3+2 _dt
C),[ (x4+8x+1)2 D(:“:—(4_)(3 +8)dX 3dx_4(xgt+2) B=§ 2 4(x3+2)
_ 241 -1
=% %:%ytzdt:%t—2+1:%t—_1:_%:_4(xT18x+l)+C
t—ﬁ:dt—
3% - _23  ~o
d) | Exd ix=2 /Rl D=§72‘/_dt 2[3dt=22 +C=
:%3‘/Y +C

Dt—x3:>dt—3x2dx [
e) | x? eXde—D dx = j 2etas =% [eldt=3e'+C =
_3x2

_ 1.3
=5e¥ +C

t =senx

4 __ =1 5y +
Dt = cosxde jtdt =gsen°x+C

[
f) | sen‘xcosxdx =[]

Dt—X3+2:>dt—3x2dx|] )
9) [ = dx =2 =% 3e=3 ] T=3Int=
0 X=33
=1 in|x3+2|+C
(%)
h) | &dx=[(Z)'dx="4+C
COOEHEHOEE® ¢

@ Utiliza el método de descomposicion para hallar las integrales :

a) [(yx +2)*dx

Para resolver esta integral hemos de recordar la férmula del binomio de
Newton para realizar la potencia del binonmio:

(a+b)"=(g)a"w +(Na"bt +(5)a"?b2 +...+(,",)a%b" 2+ (" )a-b™t +(1)a’b"
En nuestro caso :
(/X +2) = (DX +(DX)P2+(G)(/X)?22 +(5) /x 23 +(5)2% =
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=x2+8/x3 +24x+32 /X +16
Entonces :

= [(/x +2)dx = [(x? +8/x% +24x+32 /X +16)dx = | x2dx+8 | xFdx+

3
+24 [ xdx+32 [ xzdx+16 [ dx =% +8%- +24% + %= +16x+C =
2

x
o Nlon

S L3608 g0n2 4 20 ek 4 C =K 4 2 R 4122 + 2X /X +16%+C
b)j%dxzfﬁdx—j%dx:fx_zldx—fxidx:%—%+cz
=2/X -%x /X +C
c) | HZdx = [(3)dx+ [($)"dx = | 3xdx+ | 2xdx =25 +Z5 +C

d) [ =522dx = [ Zdx+ 4] 3dx+3 [ ¥ = [ x2dx+4 [ dx+3 [ %dx=
=X +4x+3In|x|+C
e) [ HbB gy = [ Elgy =[ Lax— [ Ldx = [ dx— [ x2dx=x-%F =
=x+++C

©©SEEEEES ¢ ¢

@ Utiliza el cambio de variable indicado para calcular las integrales
siguientes :

8 Dt:%X+2:>d'[: 3X _ _ t9
a) [(3x+2) dx = 0 = 3dt Dzjt83dt 3[t8dt=3%=
=1(5x+2)°+C
Dt_senx:dt_cosxde dt el
b) | S dx= § i = - SSX . iy = [ tzdt =
1
=L =2/t =2/senx +C
2
VOOEECEEY @
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O Utiliza el método de integracion por partes para hallar las integrales :

O u=x =du =dx O
a) | xsenxdx =[] [F —XCOSX—
ndv =senxdx =v= [ dv = senxdx=-cosx 0

— | —cosxdx =-xcosx + | cosxdx=-xcosx+senx+C

u=x = du =dx

O
X X
b) | 3x-e*dx=3 [ x- e*dx = de e*dx = v=| e'dx=e”

D: 3(xeX - [exdx) =

=3(xe*-e*)+C=3e*(x-1)+C

c)§x5lnxdx—g uslnx  =du=%dx
T gdv=x®dx > v=[xtdx =%

6 6 6
=X Inx-% [ x®dx=%Inx- 1% +C=X(Inx-£)+C

O u=x = du=dx O
d)yxeSXdX de e¥Xdx = v= je3xd % 3x Dzéxe3X_%§e3de:

=sxe¥-55e¥*+C=5e¥(x-3)+C
SOOIEOEHE® ® @

OCalcula las siguientes integrales de funciones racionales :

2
a)) 3 dx

@ Descomponemos el denominador : x? - 4 = (x+2)(x -2)

@ Integrando como suma de fracciones simples :

A(x=2)+B(x+2)

B = %5 72 = Ay Igualamos numeradores 2x+1=A(x-2) +B(x+2)

x2-4

y dando valores :

Exzzj 2.2+1=A(2-2)+B(2+2)<=5=4B<=B==> %e .-
Ox=-22 2(-2)+1=A(-2-2)+B(-2+2) & -3=-4A e A=3 797"

® Integracién de las fracciones obtenidas :

Zuldx=| Ldx+ [ dx=3 [ +53 [ K =3In|x+2|+FIn|x-2|+C=

=In ¢|x+2° +In §Ix-2> +C=Ing|x+2]*-|x-2|°> +C
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b) | 57z
® Descomponemos el denominador :
X2 =3=(x+/3)(x-V3)

@ Integrando como suma de fracciones simples :

1 A B _ Ax=y3)+B(x+/3)

7 T mys T T /o3 igualamos numeradores 1= A(x - J3)+B(x+/3)

y dando valores :
Hx J3 = 1:A(J_—J_)+B(J_+\/_)<:>1=2\/_B<:>B=$ H
Ex_ V3= 1=A-V/3-/3)+B(-V3 +/3)=1=-2/3A = A= — E

2

B

® Integracion de las fracciones obtenidas :

L [RB L cARE 1 (e B
sz—_st—j /3 dX+§ /3 dX_Z/? §X— Zf j.x+/> |n|X_‘/§|_

L nx+ /B|+C =L (In|x= /3| -In|x+ /3| +C = Yo

4x+3
C) X2-6x-7 dx

® Descomponemos el denominador :

E - /36+2 _ﬂ - E
-6X—-7=0<= [ m 6?—8 O
2 =7 H

@ Integrando como suma de fracciones simples :

4x+3
X2 —6X—7

AX=7)+B(x+1
=+ = % igualamos numeradores 4x +3 = A(X - 7) + B(x+ 1)

y dando valores :

Ox=7= 4.7+3=A(7-7)+B(7+1)= 31=8B <= B=3

_1 [uego:
Ex-—l: A(-1)+3=A(-1-7)+B(-1+1) = -1=-8A= A=F m g
® Integracion de las fracciones obtenidas :
Foordx =] Rrdx+ [ k=5 [ +F [55 =T+ 1+ FIn[x-7]+C=
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=2 Inx-7|-gIn|x+1|+C

NI EO] EERARS

Resolucion de ejercicios y problemas

O Dada la funcion f(x) = x*> + 4x - 1. calcula :
a) La primitiva cuya grdfica pasa por A = (1, 1).
b) La primitiva que se anula para X = -1.
---00000---
El conjunto de todas las primitivas es su integral definida :
FX) = [(x +4x—1)dx:%3 +2x2 -x+C
a) F(1) =1 pues pasaporelA=(1,1)
L£42.12-14C=1>C=1+1-2-%=-1 v, por tanto, la primitiva es:
FO=% +2x2 -x-4
b) F(-1)=0
) 42.(-1)2-(-1)+C=0=C=-1-2+4 =-¢
FOO=% +2x2-x-2
SOOCEEHOEE® ® @
® Dada la funcion f(x) = Inx, calcula :
a) La primitiva cuya grdfica pasa por A = (1, 3).
b) La primitiva que se anula para X = e.
---00000---
Hallamos, por partes, la integral indefinida:

Ou=inx=> du=% O
F()=[Inxdx=0 ~ ~ = xInx- [ x- % =xInx- [ dx=xInx-x+C
ndv=dx= vzfdx:x 0

Z
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a) Sipasaporel(1,3),F1)=3:
F(1)=1(n1-1)+C=-1+C=3<C=3+1=4
y por tanto F(x) = x(Inx-1) + 4
b) F(e) =0;> e(lne-1)+C=0 0+ C =0 C=0, Yy por tanto :
F(x) = x(Inx - 1)
©ooNDOEE® © ®

® La figura muestra la grdfica de la funcién f. Determina a partir de la
figura, la monotonia y los extremos relativos de cualquier primitiva F de f.

---00000---

Por definicion la derivada de cualquier primitiva es la funcion original es decir
F'(x) = f(x), luego es como si se nos proporcionase la grafica de la derivada de una
funcién, en donde el signo nos informa de la monotonia y los cambios de signo de
los extremos relativos, construimos la tabla de intervalos, signos de la derivada y
caracteristicas de la funcion :

(0,-3) | -3 |(3,-1)| -1 [(1,0)]|0|(,2)] 2| (2,)
>0 0 <0 0 >0 0|l <O | O >0
2 N S U 2 Inl & |U 4

QOHEEOEE® ® @
O Calcula las integrales :

a)§e3xsenxdx, es una integral “ciclica” en la que hay que utilizar un
procedimiento especial, después de utilizar dos veces el método “ por partes” :

5 O u=e¥*= du =3e¥*dx o .
[ e¥*senxdx= 0 [=-e%>cosx - | —cosx- 3e¥dx
mdv = senxdx = v = | senxdx =—cosx 0

3 3 0 u=e¥*= du = 3e3*dx 0
=-e¥*cosx+3 | cosx-e¥dx=[ 0=
gdv =cosxdx = v =[ cosxdx =senx

=-e¥*cos x+3(e¥senx— | senx- 3e¥dx) = -e¥* cosx+3e¥senx-9 | senx- e¥dx
y pasando esta ultima integral al primer miembro :

| senx-e>dx+9 | senx.e¥dx =10 | senx- e¥*dx=e>(3senx - cos x), despejando:
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Tema N° 9 —INTECGRALES INDEFINIDAS L9
| senx- e3xdx =e¥(3senx - cos x)/10+C
b) f cosxe*dx, otro caso de integral ciclica:

Ou=cosx= du=-senxdx U
[ cosxe*dx=10 . N ., C=e*cosx- | e*(-senx)dx =
gdv=e*dx= v=[e*dx=¢e* g

Du senx= du=cosxdx E
Hdv=e*dx= v={ e*dx=e* ¢

=eXcosx+ | e*senxdx =
= excosx+exsenx—j e*cosxdx, y pasando esta ultima integral al primer miembro:
[ cosxe*dx+ [ e*cosxdx =2 | e*cos xdx = e*(senx+cos x), luego :
| excosxdx =5 (senx+cosx) +C
c)| —2e* cos xdx
Esta integral es igual a la anterior multiplicada por -2 :

[ —2e*cosxdx=-2 [ e*cosxdx =—2- & (senx+ cosx) = —e*(senx+ cosx) +C

d) f cos(Inx)dx, otra integral del tipo "ciclico”

Ou =cos(Inx) = du=-sen(Inx) - ¥

| cos(Inx)dx = D dvdx o v=[dx=x El:xcos(lnx) | x(-sen(inx) %

Ou=sen(InX) = du=cos(Inx) - ¥

:xcos(|nx)+jsen(|nx)dx=D dv=dxo v_fdx-x

O
=
O
=xcos(Inx) +xsen(Inx) - | xcosx(Inx)¥ = xcos(Inx) + xsen(Inx) - | cos x(In x)dx
y, pasando esta ultima integral al primaer miembro :
f cosx(Inx)dx + j cos x(Inx)dx =2 f cosx(Inx)dx =xcos(Inx) +xsen(Inx), luego :
| cosx(Inx)dx = (sen(Inx) +cos(Inx)) +C

AR E O]l EIR AR

O Calcula las integrales:

) [ 2= [ Sax- [ 8 =5 [ ox-8 [ xFox=5% -84 +C=
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Tema N° 9 —INTECGRALES INDEFINIDAS 10

——130X,/X —16,/X +C
0 t=2x+7 :>X—_t_7 45 dt t=7 t

4x
b) | de_gdt:de:dx=dt/2 D_§ /T

0O

3 1
—[Fdt=ftzdt-7 [t 7 dt=45 - 715 = 5/ -14/1 =§/(2x+7)° -14J2x+7 +C

Ot=x—-1=>x=t+1 U 3w+ .. _ 3u5 .. _ [ at 5 4 _
C)fﬁ s dx = dt =) —f dt= ﬁdt_ffdﬁffdt_

3 1
=3 [t7dt+5 [ t7dt =315 +5%5 =2/t +104% =2,/(x-1)® +10/x-1 +C
OOEEOEE® ® @

® EIl coste marginal de fabricar la unidad x + 1 de un determinado

producto viene dado por la funcion :
CMg(x+1) =6-—=

a) Sabiendo que el coste de funcionamiento asciende a 84 000 €, halla la
funcion que expresa el coste total de fabricacion de x unidades de dicho

producto.

b) Calcula cudnto cuesta fabricar 400 unidades de dicho producto.

---00000---
Como hemos visto en el tema anterior, usando el concepto de diferencial de

una funcion, se cumple que CMg(x+1 ) = C'(x), luego la funciéon de costes C(x) es
una primitiva de CMg(x+1 ) :

C(x) :fCMg(x+1)dx=§(6—%)dx=6fdx—Zjx‘%dx:6x—2xﬂé— =6x-4/x +C

a) Determinamos el valor de la constante teneiendo en cuenta que C(0) = 84

000 euros :
6.0-4./0 +C=84000 = C =84000

y ala funcion de costes:

C(X) = 6Xx—4 /X +84000

b) Hemos de hallar C(400)

C(400)=6-.400-4/400 +84000 =2400-80 +84000 =86320 euros.
©ooHEOEI® ® ©
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