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Cuestiones

O Si sabemos calcular una primitiva de una funcion, ; es posible calcularlas
todas ? Justifica tu respuesta.

---00000---

Se diferencian en una constante, luego teniendo los datos necesarios, podriamos
hallar cualquiera.

AN EIO) | EI KRR

® ; Es posible que dos funciones tengan la misma primitiva ¢ Justifica tu
respuesta.
---00000---

No pues si tiene la misma primitiva han de ser la misma funcién.

AN EIO) ] EI KRS

© Si sabemos que F(x) = In|X| es una primitiva de la funcion f(x) = 17X, razona por
qué se toma x en valor absoluto.

---00000---

Porque la funcion logaritmo solo esta definida para valores positivos y f(x) esti
definida para valores positivos y negativos ( pero no parax =0):

O six<o0 , o O==% six<0
I:(X)_Inlxl_glnx six>0 :F(X)_H % six>0
SOCEHOEE® @

® Determina si es correcto el cdlculo de la integral indefinida siguiente :
4 _ T xS
[ sen*xcosxdx=[t*dt=5+C=%+C
Razona la respuesta.

---00000---

El cambio es t = senx y no t = x, la forma correcta de resolverla seria :

Z
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t=senx O 4 t5 sen’x
==+ = — 4+
Ddt—cosxdx E Jhdt=5+C=g2+C

| sen*xcos xdx =
QOOEEEOEE® P
Ejercicios y problemas
© Indica cudles de las siguientes funciones son primitivas de f(x) = tgx.

---00000---

Hemos de comprobar que la derivada de la primitiva nos da la funcion f(x) = tgx.

0.cos?x-2cosx(-senx) _ 2senx _  2tgx
cos4x T cos3x ~ cos2x:!

a) F(x) = =F'(X) = No.

cos2x

b) H(x) = 1 + tg®x= H'(x) = 2tgx(1 +tg®x), No

—senx senx

¢) G(x) = -In(cosx) = GI(X) —Tosx — cosx — tgX, Si

d) I(x) = 5 - In(cosx) = I'(x) = —osx =tgx, Si
OOHNEOEE® ®®

® Calcula las integrales siguientes :
a)| 8yxdx=8 | x3dx = 84,3 +C=6Yx* +C=6xyX +C

5—12 2‘/—+C

Nll\:\m

b) | &dx = 6j—dx 6 [ x3dx=6%

c) | 3cosxdx =3 | cosxdx=3senx+C

d) [ Zsdx=% [xBdx=4+% =-22; +C
oooEOEE S @
@ Calcula la integral indefinida de f en los siguientes casos :
a) [f(x)= [(x* —=2x3 +x=5)dx = [ x*dx -2 [ x3dx + [ xdx -5 [ dx=% - 2% +
+X—22—5x+C:X—55—X—24 +X—22 -5x+C

b) [(3x+24% )?dx = [(9x2 +12xyX +4 /X )dx =9 [ x2dx+12 | x7dx+4 | xz dx=

9

3
, 9
=9% +1257 +455 +C=3x3 + 2x2yX +3x /X +C

Z
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c) |[(3senx+5cosx)dx =3 | senxdx+5 | cosxdx =-3 cosx+5senx+C
SOOONEOEE S S ®

® Aplica las propiedades de las integrales indefinidas para calcular las
integrales siguientes :

a) [(3x2 +eX)dx =3 [ x?dx+ [ e*dx=3% +eX+C=x%+e*+C
b) [(x+senx)dx = | xdx + | senxdx = 3x? —cosx+C

c) [(3e*-cosx)dx =3 | exdx - | cosxdx = 3e*-senx+C

d) [(x- /X)dx = | xdx - [ xzdx = $x? - 3,2+C_2x2——x‘/_+C

I\J\H

e)j(x—%)dx:jxdx [xZdx=3x2-45+C=3x2-2 /X +C

N [(F+Z)dx=[ %dx+ [ x2dx=In|x|+ % +C =In|x| - %
VOOEECEE® @

O Multiplica y divide las siguientes funciones por el factor correspondiente para
calcular estas integrales indefinidas:

2) j 5X1ﬂdx:j%' 5X1+1dx:%j 5erdX =5 In[5x+1|+C

b) | e2ldx= | $e>1dx=3 | 2> dx=3e21+C

dx = dx=3 [ 2(2x+3)" dx—l(zng)2 J2x+3 +C

1
)| i o
d) [ cos2dx=[ % cos3dx=2 [ $ cos3dx=2sen% +C
SOOEECEE® S @

® Halla, reconociendo en el integrando la estructura f(g(x)) g'(x), las siguientes
integrales :

f(x)=x>y g(x) =senx

a) | sen®xcosxdx = f(g(x) = sensx ;g'(x) = cos xdx

E'z sen®x +C
0

0 =%y g09=1+x*
D) [ #5a0x= o) =2 qpg-sx £ T
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eZX2+l

=e'y gM=2¢+10 5 pon
f(g09) = €271 g/ =dxx 1) &7 T dx=

|

U
c)3f xe**tdx = 0 +C

D f(X) 1/\‘ 1+X y g(X) =sen2x D_ 1 § 2 c0s 2xdx
2

C0s 2x -
d)§ W—Jl+sen2x +C

dx= - - =3
“[Trsen2x f(g(x)) /m ;g'(X) = 2cos 2x 0

U f(x) =senxy g(x)=e*

Of(g(x) =sene* ;g'(x) =e* g =—cose*+C

e) je sene*dx =[J

e3x O f(X) 1+xy g(X) e D j‘
=3

3x 3x
f) f TremdX = Df(g(x)) _ 1+e3“ 9'() = 3e3x 1+e3x3e dx= In(1+e )+C

QOOEEEOEE® P
00 Calcula las siguientes integrales usando el método de descomposicion :
---00000---
1+ /X 1 JX _(1 Lo X7 _
a) | =—dx= [ xdx+ [ dx=[ %dx+ [ xzZdx=In|x|+ 3z +C=In|x|+2/X +C
1
b) (2 + 422 )dx =% [ xZdx+ | $dx-2 [ xtdx=555 +In[q 345 +C=—g +
+In|x| -3 /X +C

c) | E2oeL gy = [ Xdx-2 [ Ldx+ | Zdx- [ Ldx = | x3dx—2 | xdx+ | dx~ | x2dx =

:——2—+In|x|—— C=7x*-x2 +In|x|+7+C
d) [ cotg?x= | £5Xdx= [ L2k dx = [ Lrdx - | dx=-cotgx-x+C

e) [(x@ +1)%dx = [(x* +2x2 + 1)dx = | x?dx+2 | x2dx+ [ dx= % +2% +x+C

f) f( = —ﬁ)dxzij‘%dx—ﬁfdxz3%—ﬁx+Cz4i‘/x_3—‘/§x+C
SooNEOEH® ®®

008 Calcula de nuevo las integrales del ejercicio ®, utilizando los cambios de
variable que se indican:

t=senx U
5¢ = [ t5dt=% +C = 1sen®x+C

a) | sen®xcosxdx = Ddt-cosxdx 0

Dt—1+x8:>dt—8x7dx O ¢
x! X dt _ 1 (dt_ — 8
b) | 5w dx= 0 x=dusx =) e Li&=2injt|+C=%In(1 +x8)+C

Z
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Dt—2x +1=dt=4xdx O Bf et

c) | 3xe®**1dx = -3 [eigr=2et+C=2e2™+C

dx =dt/4x
Dt:1+sen2x:>dt:20032xdx N 1
__Ccos2x cos2x  dt 1 dt _ 1 — _

=1t7/1/2+C= /T +c=/I+sen2x +C

Ut=eX=>dt=e*dx U

e) | e*sene*dx = j e*sentd = | sentdt=-cost+C =-cose*+C

O dx=dteX
x Ot=1+e¥=dt=3e3*dx O ‘
f) [ tsdx =D dx = ot =[S =2 [$=3mt+C=2InL+e¥)+C
0 X = 3ex 0

Son semejantes pues se basan en lo mismo, en el primero la conversién se hace en
el integrando y en este fuera.

SOo0EIECEE S @

00 Halla las integrales siguientes aplicando un cambio de variable adecuado.

3, Ot=x*+2x—-1=dt=(4x3+2)dx O 3
) | saepdx= 0 dx = g ( ) _f2(4“2)4)(212—2§T:2|n|t|+cz
O X= a2

=2In|4x3 +2|+C =In(4x3 +2)° +C

Dt—l 4cos2x = dt =8sen2xdx U fsean dt

2 _ _1 dt _ 1 _
b) f 1 Sﬁfecr:)sXZXd D dx = dt/8sen2x T 8sem2x — 8 j T—%® In |t| +C=

oo™

=%In|1-4cos2x/+C

——dx U

cotgx Ut=cotgx=>dt=-
Ll 9x= = [ <2 (-sen?x)dt=-[ eldt =—e' +C =

C)j;ag;dXZ

sen2x
dx =-sen?xdt

= _eCOth +C
_Ot=In(cosx) = dt= Tosx dx = —tgxdx D tgx
tgx COSX gX dt dt
- ==\ =- + =
d) j In(cosx) D dx = —dt/tgx j. X j T In|t| +C

=In|In cosx|+C

SOo0EECEE S @

Z4
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00 Aplica el método de integracion por partes para resolver las siguientes
integrales :

U=x= du =dx 0

[F xsenx— | senxdx = xsenx —

0
a) | xcosxdx =
)f de cosxdx =v= jcosxdx senx

—(-cosx) +C =xsenx+cosx+C

2 dx

0
b) | xInxdx =0

dx
=Inx=du=x%
~ =5x2Inx-3 [ xdx =

B=i 2Inx-3% [ *&
qdv= xdx:>v [xdx=%x* 2%

12 Inx—L1y2
X“Inx—3x+C

u=2x-4= du=2dx

2Xx—4)cosx+
ndv=senxdx=v= jsenxdx——cos ] e )

O
c) §(2x 4)senxdx =[]

+2 | cosxdx = —(2x - 4) cos x+ 2senx+C

U=X=du=dx

l
3X
d) 2f xe™dx= de e¥*=v=[e¥dx=5%

o D— 2(2 -1 [ e¥dx) = Zxe® - 2e¥+C
U

u =x% = du = 2xdx U 202
o [F3x2e -3 | 2xe¥dx =25

H
2 A2X
e e“d
) | ex= de eZdx=v=[eXdx="5 g

ZXdX

D uU=Xx=du=dx []
_ 1.,2.3x 1 2x 1 2X _ 2.2x _ 1 2x , 1 2%
x [Esxe—-(sxe™ -5 | e*dx —x e*-sxe*+5e”*+C
de eZXdX V= jeZXdX e = 2 (2 2§ ) 2 4

U =2x+8 = du=2dx

0
X
f J(ex+B)etdx= dv=e'dx=v=[efdx=e

[
, O=(2x+8)e*-2 [ e*dx=(2x +8)e* -
"0

-2e*=e*(2x+8-2)+C=e*(2x+6)+C
VOCEHOEE® @@
00 Calcula las integrales siguientes :

a) | s3dx=5 [ &5dx=5In|x-2|+C=In|(x-2)°|+C

b)j 21 Ot=x3+3x—-1=dt=(3x%2+3)dx E_szﬂ dt =%jd7

X3+3%— 1 - E dx = dt/3(X2 + 1) D_ U 3(x2+1) =1In |t| +C=

=1 in]3+3x-1|+C

Z
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c)| &5 dx, integracion de funciones racionales.
® Descomponer el denominador x? - 9 = (x+3)(x-3).

@ Descomponer el integrando en fracciones simples :

A(x—3)+B(x+3)DX=3:> 2=0+B(3+3)<:>|3=% :%

2 Bl i}
(x+3)(x-3) Exz_gj Z:A(_3—3)+0<3A:—%:_

A B
x2-9 T X+3 + x-3

[
[
[

w|=

® Integracion de las fracciones simples :

2 _ d dx _ 1 d 1 dx _ 1 1 1 -3
[ Fsdx=Al Z+B[E=-3]F+3 [ =-3Inx+3[+5In|x-3|=3In|53|+C

d) | >—=—=dx, racional.

® Descomponer el denominador :

=422 51 _5 H
X2‘5X+6=0‘:’DX 51 (2573 _é =3 52X2_5X+6:(X‘3)(X—2)
S A

@ Descomponer el integrando en fracciones simples :

1 A B A(x-3)+B(x-2) Ox=3= 1=0+B(3-2)=B=1 Ol

—_— G — =

56 — %2 T %3 (X=2)(x-3) DX:23 1:A(2—3)+0@A:—1 0
® Integracién de las fracciones simples :

d d —
[ otdx==[ & + [ & =-Injx-2|+In|x-3|=In|2=3| +C

e) | 222 dx, racional

® Descomponer el denominador :

= /3628 68 _ 4 H
x2-6x-7=0<=0 _5+/326T8 6f8 0= X% —6x—7=(X-7)(Xx+1)

Bx=—7% == =7 f
@ Descomponer el integrando en fracciones simples :

B _ A(X+1)+B(x-7) Ux=-1=2(-1)+3=0+B(-1-7) = 1=-8B=>B= %1

243 _ A | B
LT X=7=2.7+3=8A=> A=

X2-6x—7 ~ X1

U
+ U
U

Z
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® Integracién de las fracciones simples :

2%+3 d d
Jstax=4 [ -3 [ = Inp-7)-F ko1l +c

f) | =2 dx, racional

® Descomponer el denominador :

3-./9+16 _
EX = > = _325 =-1
+

x2-3x-4=0<=[] §3x2—3x—4:(x—4)(x+1)
EX_3+/9+1E§ _ 345 -4 E
=~ 72 =7z =

@ Descomponer el integrando en fracciones simples :

~ _ Ap1)Bees) Ox=-1=3(-1) -1=0+B(-1-5) <= -4=-5B=>B=%

3x-1 A B [
vv s vy i vy i shcvre, sl Ry cvay sy 11 D
oA e el e 5 x=423.4-1=A(4+1)>11=5A=> A=% 0

® Integracion de las fracciones simples :

- d d
jx23_X3xl—4d :1_5l TZ"'% XTX1:1_51|n|x—4|+é|n|x+l|+C

QOQHEOEE®®®
00 ;Qué significa que una funcion F es primitiva de otra funcion f ¢ ;Cudntas
primitivas tiene una funcion?
¢ Halla la primitiva de la funciéon cotg X = cos X /sen guya grdfica pasa por el
punto (W 2,10 2).
---00000---

Significa que F’ = f y tiene infinitas pues el conjunto de las primitivas de una funcién
esF+C,COR.

COS X b4

F(X) = cotgxdx = [ wexdX =In[senx|+C, ycomo F(3) =% = In|sen3|+C =5

IN1+C=5< C=3=>F(X) =In|senx|+5
oooEOEE S @

0@ Halla la primitiva de la funcién f(x) = 3% - 4 x+ 3cuya grdfica pasa por el
punto (-1, 3).

---00000---

Z
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F(X) = | f)dx = [(3x2 —4x+ 3)dx = x3 —2x% +3x+C

Como ha de pasar por (-1, 3) :

F(-1) = 3 es decir (-1)* -2(-1)>+3(-1)+C=3<= -1-2-3+C=3<=C=9
F(X) =x3 -2x? +3x+9

RN EIO) ] EI KRR

00 La figura muestra la grdfica de una funcion f. ; Cudl
de las funciones representadas a continuacion es una primitiva de |
la funcion f ¢ Razona tu respuesta. |

e
S

---00000---

a

Si las gréficas representan una primitiva de f ha de cumplirse F'(x) = f, es decir
representa las graficas de su derivada, como la funcién f es negativa ( -0 , 0 ) F(X) sera
decreciente, en el intervalo ( 0, ) es positiva luego F(x) sera creciente y en el punto x =0 al
ser f(0) = F'(0) = 0 y pasar de decreciente a creciente tendra un minimo. De las tres
posibilidades la que se ajusta a lo dicho es la (a) que sera una primitiva F(x) de f(x).

QOQHEEOEE® S
00 La figura muestra la grdfica de una funcion f que corta el eje de abscisas en

los puntos (a, 0) y (b, 0). Si F es una de sus primitivas, razona Si
son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

f
a) El valor F(a) es un mdximo o un minimo de F. /\

b
b) En el intervalo (a, 0) la primitiva F es decreciente. /é \

c) En el intervalo (b, +o ) la primitiva F es decreciente.

---00000---

Como F(x) es una primitiva de f, F'(xX) = f(x), luego podemos estudiar la monotonia y
los extremos relativos de F(x) a partir de la gréfica de f(x) ( su derivada ) y construir la tabla :

S e a | 2 [(aby | b [ B |

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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o

<0 <0 <0
N U % N S

Y ahora podemos responder las cuestiones :

o

a) Vemos que F(a) es un minimo.
b) El intervalo (a, 0) estéa incluido en el (a, b) y la funcién es creciente, luego falso.
c) Verdadero.

SOCEIECOEHE® @

®0O El crecimiento de la poblacion de un pais en funcion del tiempo sigue,
aproximadamente, la expresion siguiente:

0'8e 100
PO =7+
(4e 100 +l)

Sabiendo que la poblacion actual del pais (t = 0) es de 4 millones de habitantes,
utiliza el cambio de variable:

4eto +1 =X
para encontrar la funcion P que rige la poblacién de dicho pais.

- ;Cudl seria la funcion P si la poblacion actual fuese de 5,5 millones de
habitantes?

---00000---
Ox=4e10 +1 = dx=4-semdt 0 ¢ ggetds -
P(t t)dt = 086 10 —08e1%0 gt — 100 0'8e 100 -250x _
() jp() f 100 1) % dt =—-25dx/e 10 E: X o0
=-20 | & dx_—zojx-2dx_—2o—+c_— C=—2—+C
4e 100 +1

Como P(0) = 4 millones:

PO)=—2—+C=

4e 100 +1

+C— 04+C=4<=C=4-4=0yportanto:

4e0+1

P(t)=—2—

4e 100 +1
Si P(0) =5’ 5 millones :

PO)=—5%—+C=

4e7100 +1

S5 +C=2+C=55=C=55-4=1'5yportanto:

Z
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P(t)=—2—+1'5

4100 +1

SooEOEE® @

® 0 En el proceso de recuperacion de un determinado enfermo, se ha observado
que el ritmo con el que elimina una sustancia toxica viene dado por la funcion:

f(t) = -0'198e 02

donde t es el tiempo en horas transcurrido a partir de la ingestion de dicha sustancia.
Halla la funcion F(t) que expresa la concentracion de la sustancia en la sangre en
gramos por litro, sabiendo que una hora después de la ingestion la concentracion es 1 g/l

---00000---

!
e—O 22t

F(t) = | f(t)dt = | -0'198e02% = -0'198 | e 0?2dt =-0'198%55; +C=0'9e 2% +C

Y como F(1) = 1, hallamos la constante C :
F(1)=0'9e 0221 +C=1<C=1-0'9e022=0'27773...~0'28
La funcion buscada es :
F(t)=0'9e 022t +0'28

RAA I B O) | IR

Z

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II



	ACTIVIDADES
	Cuestiones
	Nº 1, 2, 3 y 4

	Ejercicios y problemas
	Nº 5, 6 y 7
	Nº 8 y Nº 9
	Nº 10
	Nº 11 y Nº 12
	Nº 13
	Nº 14
	Nº 15
	Nº 16 y Nº 17
	Nº 18 y Nº 19
	Nº 20
	Nº 21



