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©® Da una aproximacion por defecto y una
aproximacion por exceso del drea del recinto| ¥
sombreado de la figura, siendo f(x) = 1/x.

= == o b2 2 [TE] L
' ' ' '

---00000---

Particion del intervalo [1, 2] en subintervalos de amplitud 0’25 : [1, 1'25], [ 1’25, 1'5], [
1'5,175],[ 175, 2].

® Para hacer una aproximacioén por defecto hallaremos la suma inferior s:

@ Calculo de los valores de la funcién para los extremos de menor altura del inter-
valo ( extremos superiores ):

f(1'25)=1/1'25= 4/5 ; f(1'5) = 1/1'5 = 2/3, f(1'75) = 4/7, f(2) = % .
® Suma inferior asociada a la particion ( area por defecto ) =
s=f(1'25)- % +f(1'5)- 7 +f(1'75)- 3 +(2) - 5 =5 (F +5 +3 +3) = 7500 ~0'6345...
(1) Para hacer una aproximacion por exceso hallaremos la suma inferior S:

(2) Calculo de los valores de la funcion para los extremos de mayor altura del inter-
valo ( extremos inferiores ):

f(1) = 1, f(1'25) = 1/1'25 = 4/5, f(1'5) = 1/1'5 = 2/3, f(1'75) = 4/7.
(3) Suma superior asociada a la particion ( area por exceso ) =

S=f(1)-% +f(1'25)- 7 +f(1'5)- 7 +f(1'75) - =3 (L +2 +£ +3) =338 ~ 0'7505..,

SOCEIECOEE® ® @

® Haz la comprobacion, mediante un procedimiento geométrico, de la propiedad
ID.1 en el intervalo [0, 1] con las funciones : f(x) =x + 4y g(x) = 2x+3.

---00000---
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Se trata de comprobar que la integral de una suma ( o diferencia de funciones ) es la
suma ( o diferencia) de las integrales de las funciones :

(@) (100 +g()dx = [ . fx)dx+ [ g()dx = [ (3x+7)dx = [ o(x + A)dx+ [ ;(2x + 3)dx

Para comprobarlo usaremos, primero, el procedimiento geométrico de calculo del
area comprendida entre [0, 1]:

1) area bajo la funcién f(x) = x + 4.
17

L

8.5 1 1.5

La figura geométrica formada es un trapecio de altura la amplitud del intervalo h= 1-
O=1ybasesB=f(1)=1+4=5,b=1(0)=0+4 = 4. por tanto su &rea es :

B+b 5+4 9
Ai==5>-h=3"-1=3u.s.

2) area bajo la funcién g(x) = 2x + 3.

g(x) = 2x +/

RN N

Es otro trapeciode h=1-0=1,B=f(1) =2:1+3=5,b =f(0) =2:0 + 3 = 3, luego su
area:

Ag=E2h=32.1=4us.
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3) area bajo la funcion suma h(x) =f(x) + g(X) =x+4 +2x+3=3x+ 7 :

¥ i12 h{x) = 3%
18 _

Ahorah=1,B=1f(1)=3-1+7=10,b=1f(0) =30+ 7 =7 vy, por tanto :

B+b 1047 17
Atig=— h==F—-1=5uU.s.

4) Comprobacion :
1 ! 1 17 9
[o@x+7)dx = [ (x+4)dx+ [ (2x+3)dx = Atg = Ag +Ar = - =4+3

5) area bajo la diferenciai(x) = g(x) - f(x) =2x +3-x-4=x-1

+@.5
ifx) =X- 1/

A1

6) Comprobacion de la propiedad para la diferencia :
b b b 1 1 1
1,.@@00=f00)dx| = | |, g(dx~ [, f(x)dx| = | | j(2x+3)dx~ [, (x+4)dx| =| [ ,(x~1)dx| =
|Ag —Afl = |Ag-| = [4- 3] =3

Realizaremos ahora la comprobacion mediante el calculo analitico, aplicando la regla
de Barrow para hallar las integrales definidas :

j;(f(x) +g(x))dx = j(l)(x+4+2x+3)dx= j(l)(3x+ 7)dx = 3—)2‘2 +7x]z =3+7=4
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[2600dx = [e(x+A)dx = % +4x]. =L +4=2
f; g(X):fg(ZX’f?z)dx: x2+3x]g=1+3=4

f; f(x)dx+j; g(x)dx = % +4=4 = f;(f(x) +g(x))dx g.e.d.

1

{5100~ g()dx = [ s (x+4-2x = 3)dx = [ o (~x+ 1)dx = ~% +x], ==

N
N

+1=

[ f0dx~ [, g(dx =2 - 4=2 = [ (f) - g(x)dx
S CEHEOEES S

© Halla las integrales definidas :
2 _4
a) [5,0¢ +1dx= % +x]., =(& +2) - (5 -2) = (8+2)-(8-2) =4
2n
b) f_n |senx|dx, es una funcién en valor absoluto, la transformamos en otra a "trozos”

_ E—senx sikn<x<2kn 0 -kn <x<0
Isenx| = 0] senx si 0 < x <kr

Por tanto la integral a calcular, al considerar el intervalo de integracién, se transforma

jf: |senx|dx = j(_)n —senxdx + fg senxdx + jiﬂ —-senxdx= —(-cos x)]?n + —cosx|g + cosx] ,Zz” =
=(cos 0-cos(-7)) +(—cosn+cos0) +(cos2rn—-cosn) =(1 - (-1)) +(-(-1) +1) + (1 - (-1)) =
=2+2+2=6

-x+1 six <0

1 _ n
c) |, f(dx siendo f(x) = EXZ 41 six>0

Otra funcién a trozos que hay que integrar en sus correspondientes intervalos : [ -1,
0]y [0, 1]:

[ f09dx= [ (x4 Ddx+ [0 + Ddx= =5 +x]” + Sox] =G +1)+G+1)=F+4=4

12
d) [, Ta5dx

Agui hemos de hacer un cambio de variable, en estos casos la manera de proceder
es doble:
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@ Hallar la integral indefinida y sustituir los limites de integracién después

" Dt-x 30
Jﬁ Ddt—

§t+3dt j%dHBj%:ft%dH?’ft_%dt:%Jf?’%JfC:

%\/(X 3)° +6/x 3 +C, luego la integral definida sera :
12
[ Zsax= £/x-3)° +6./%=3 |, :(%./(12—3)3 +6/12-3 ) -

(2/4-3)° +6/4-3)=(18+18)- ( +6) =

@ Hacer el cambio de variable en la integral definida :

9

12 Ot=x-3=>x=t+3 six=12=>t=12-3=9 0 .9 443
Ja J@dx‘% dt=dx six=4=t=4-3=1 Dj o= 5 31’2

9
= 3/ +64T],=(5/9° +6/9)-(3/1° +6J/1)=(18+18)- (5 +6) = &

QOO HEEOEE® D
® Aplica el método de los trapecios para calcular aproximadamente el drea

comprendida entre el eje de abscisas, las rectas x =2y x = 17y la grdfica de la funcion y
=f(x), a la que pertenecen los puntos de la tabla siguiente :

X 2 5 8 11 14 17
y | 069 | 161 2 242 | 264 | 2'83

---00000---
La férmula a aplicar es :
17 Yo Yn
[, f)dx=h(Z +y1+yz +...+7%)
En donde :
h=5-2=8-5=22=3 y las yi son los valores dados en la tabla de la funcion

[, 1dx=3(282 +1'61+2+2'42+2'64 + 22) =3.10'43=31'29
S ONEEEES S

© Calcula de nuevo la integral definida del ejemplo 6 dividiendo el intervalo de
integracion en diez partes iguales.

---00000---
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Como el intervalo de integracion es [0,1] y hemos de dividirlo en diez partes iguales,
la amplitud de cada una sera 0’1, los valores de x ey son :

X 0 01 02 0’3 04 05 0'6 07 0'8 09 1
y 1 0’99 [0'9608(09139|0'8521|07788|0'6976|0'6126|0'5273/0'4449|0'3679

2
En donde los valores de yi = e™

Aplicando la formula :

[ eXdx=h( +y1 +...+yo +22) = 0'1(% +0'99+0'9608 +0'9139 +0'8521 + 0'7788 +
+0'6976 +0'6126 +0'5273 + 0'4449 + 23872) = 07469

S0ooNECOEH® @

® Calcula, utilizando el método de los trapecios y dividiendo el intervalo de
integracion en ocho partes iguales, la integral siguiente:

1 _dx
0 X?+4

---00000---
El intervalo [0, 1] se ha dividir en 8 partes, luego la amplitud de cada intervalo :
1-0

h=<% =0'125

Los puntos y sus imagenes las escribimos en la tabla siguiente:

X 0 |0125] 025 [0375| 05 [0625| 075 | 0875 1
y | 025 | 0'249 |0°2461|0°'2415|0'2353|0'2278|0'2192/0'2098| 0’2

Ahora hallamos el &rea pedida :

[ <2 ~0'125( 92 +0/249 +0'2461 +0/2415 +0'2353 + 02278 +0'2192 +0'2098 + %2) = 0'2317
SOOEECEE® @@

@ Halla el drea limitada por la grdfica de f(x) = cos x y el eje de abscisas entre
las abscisas /2y 1T

---00000---
@ Hallamos los ceros de la funcion
cosX=0< x=%5 +kn
@ Establecemos los intervalos de integracion :
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Como la funcion no se anula en el intervalo de integracién dado, s6lo tenemos un
intervalo de integracion [ 172, 11.

® Calculo del area :
Area = ||, cosxdx| = | senx]% | =|senr -sen%| =10 - 1| = 1u?
2
SooIEOEHE® @

® Halla el drea limitada por f(x) =X -2 x-15el eje OX y las rectasx=-4yx=17.

---00000---
® Hallamos los ceros de la funcién
_2-/4+60 _ 2.8 _ E
X=—7—=5%=-3
Ax=—%—=%"=5 §

@ Establecemos los intervalos de integracion

Como la funcién se anula en el intervalo de integracién dado, tenemos tres intervalos
de integracion [-4,-3],[-3,5]y[5, 7].

® Calculo del area :

Area = Hj(x2 —2x—15)dx| +| ji(x2 —2x—15)dx| +|j;(x2 - 2x— 15)dx| =

L x2- 15x]j| +
o 5 -15x]” | +| & -x2-15x]| =| (S - (-3)2 - 15(-3)) - (55 - (-4)2 - 15(-4))| +

53 _33 73 53
H(F-6)2-156)) - (S - (-3) - 15(-3))| +|(F- - (712 - 15(7)) - (L - (5)2- 15(5))| =
=1(-9-9+45) - (-% - 16 +60)| +|(35> -25-75) - (-9 -9 +45)| +| (%82 -49 - 105) - (¥5> - 25 - 75)| =

=27 8] 4| 7] | ) = e B - S

SO0EIEOEHE® ® @

© Halla el drea Limitada por f(x) = x¥ + 2% -5 X - 6y el eje horizontal entre las
abscisas -5y 3/2 .

---00000---
® Hallamos los ceros de la funcion

Hemos de probar por Ruffini entre los Div(-6)={ £1, £2 , 3, +6 }
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1 2 -5 -6
-1 -1 -1 6

1 1 -6| 0
2 2 6

1 3| 0
-3 -3

1| 0

Los ceros son, pues, : x=-1,x=2yx =-3.
@ Establecemos los intervalos de integracion

Como la funcién tiene dos ceros (-3,-1) en el intervalo de integracion dado, tenemos
tres intervalos de integracion [ -5, -3 ], [ -3, -1] y [ -1, 3/2] .

® Calculo del area :
Area = | [ (¢ +2x2 ~5x-6)dx| +| [ 50¢ +2x2 ~-5x - 6)d| +|j_gl(x3 + 2 —5x—6)dx| =
| 5 +20 -5 -00L] 4] (5 + 30~ 691+ £ -a)l -
:| (—2)4 _ 2(—33)3 _ 5(—23)2 —6(- 3)) (( 5)* 2(—35)3 _ 5(—25)2 —6(- 5))| (( n* 2 1>'°‘ 5(—21)2 _ 6(—1))—

(= 209 59 6(-3)| +|((3/f)4 _ 32 Sy -6(3/2)) - (5= - A -2 —6(—1))| -

:|T5_2485|+| 135|+| 999_53' :520+88 +%_38533 2

121 =73 T3 TT192 T 192
©OONEOEE® P
® Halla el drea limitada por f(x) = X3+ x* - 10x + 8y el eje OX.
---00000---

® Hallamos los ceros de la funcién

Hemos de probar por Ruffini entre los Div(8)={ £1, +2 , +4, £8 }

1 1 -10 8
1 1 2 -8

1 2 g0
2 2 8

1 40
-4 -4

1o

Los ceros son, pues, : X=-4,x=1yx=2.
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@ Establecemos los intervalos de integracion
Como la funcion tiene tres ceros, tenemos dos intervalos de integracion [ -4, 1], [1, 2]

® Célculo del érea :
Area=|[",0¢ +x2 = 10x+8)dx| +| ;0 +x? - 10x +8)dx| =
=| (F+be-mera)] |+ (5 +3x -5x2+89)];| =
=|(& +4-5-1248.2) - (S + G- -5.(-4)2 +8. (-4)| +
(& +4-5.2248.2) (4 +4 -5.12+8.1)| =
=B - +H5-B=F+ 5= =’

RAA I B IO) | IR

00 Halla el drea limitada por las grdficas de f(x) = Xy g (x) = X2 - 2X - 8entre las
abscisas -1y 2.

---00000---

® Calculo de las abscisas de los puntos de corte de las funciones :

Hy = 34932 _ 2 F -—17 B
fX)=g(X) = x=x>-2x-8=x*-3x-8=0= [ .\ o N 0
@X:3/§T:ZZF:4/7§

@ Establecer los intervalos de integracion:
Como los puntos de corte no estan en el intervalo pedido integramos en [ -1, 2].

® Hallar el area :

:Hi(f(x)—g(x))dxl :Hi(x—x2 +2x+8)dx| =|ji(—x2+3x+8)dx| =| —X—; +3TXZ+8X]1| =
:|(‘TZS+3'722+8.2)—(_(_Tl)3 Y 4 g.(- 1))| =|(-2+6+16)-(5+5-8) =| ¥+ | =%
SOOCHECEE® P

008 Halla el drea limitada por las grdficas de f(x) = sen x y g (x) = cos x entre 0y

---00000---
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® Calculo de las abscisas de los puntos de corte de las funciones :
f(X) = g(X) < senx =cosx, dividiendo por cosx= tgx=1 < x=7 +kn(k € Z)
@ Establecer los intervalos de integracion:

En el intervalo pedido esta el punto de corte x = 174, tenemos dos intervalos de
integraciéon : [ 0,174] y [174, 1] .

® Hallar el area :

A=Hg/4(f(x)—g(x))dx| +”:/4(f(x)—g(x))dx| :Hgm(senx—cosx)dxl +|j:/4(senx—cosx)dx| =

:| —cosx—senx]gl +| —cosx—senx]% | =|(-cos % —sen%) - (—cos 0 —sen0)| +

H(-cosn—senn)—(-cos 7 —sen%)| = |(—@ —@) -(-1 —O)| +| (-(-1)-0) —(—@ —@)| =

=|-VZ +1| +|1+ /2| =- V2 +1+1+ /2 =2u?
QOOHECEHE® @
00 Halla, en cada caso, el drea limitada por:
a)f(x)=x"-3xyg(x)=x"+5x
® Calculo de las abscisas de los puntos de corte de las funciones :

U2x=0=x=0 0O
- 2 _ gy —_y2 2 _gy=— —4) =
f(X) = g(X) = x> =3x=-%x*+5x = 2x* -8x =0 <= 2x(x-4) OQEX“]-:O X=4E

@ Establecer los intervalos de integracion:
Los dos puntos de corte forman un Unico intervalo : [ 0, 4].

® Hallar el area :

A= |j3(f(x) - Q(X))dxl = | jg(x2 - 3x— (X2 +5x))dx| = | fg(sz —8x)dx| =

=| 22 -ae])| =| (3 -4.42) - (2L -4.0%)| =| 2 - 64| =|-%| = F0?
b) fx) =x°-3xyg(x)=-x"/2.

® Calculo de las abscisas de los puntos de corte de las funciones :
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R
3 _3x=-% 5 23 +x2 —6x = 2 4x-6)= Ox=-2 0
x> =3x=—% = 2X° +X“ -6x =0 < x(2x* +x-6) 0®52X2+x—6=0<:>mx 32 DE
N O0X=2 00

@ Establecer los intervalos de integracion:

Los tres puntos de corte forman dos intervalos : [-2, 0]y [0, 3/2].

® Hallar el area :

=| 2,100 - g00)ax] + Jo (-3 5)a] =

I 00- g(x))dx| (10,6 -3¢ () +
|(0) ((2)4 (2)3 3(—2)2) +|((24) +(6)3_3(2)) 0|

_ 81 9 27 10 99| _ 10 99 _ 937, .2
=|-(4-5-6) +| &+ - | =| 2| +|-&| =2 +& = FFu

T_2+_

SOCEIECOEE® @

00 Un movil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea con velocidad
vartable v(t) = (3t - 2) m/s. Calcula el espacio recorrido entre los 18 s y los 33 s.

---00000---
V() =% s ds=v(t)dt= [ ds = [ vt sz s = [o(Bt-2)dt = & -2t] = (35 -2.33) -
(218 - 2.18) =1567'5-450 = 1117'5m
QOOECEHE® @
00 Un movil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea con aceleracion

constante a (t) = 12 m/s? . Halla el incremento de velocidad experimentado entre los 10 s
y los 12 s.

---00000---
a(t)=9 > dv=a®dt= [ dv=[; a@)dt < Av=ve -vi = [0 12dt= 121132 = (12.12-12-10)
Av=144-120=24 %

RAA I B O] | IR
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00 Un movil se desplaza siguiendo una trayectoria rectilinea con velocidad
variable v(t) = (5t - 2) m/s. Calcula la velocidad media que desarrolla entre los 20 s y
los 27 s.

---00000---

27 2 27 2 2
5t-2)dt 5t _ 5-27° 5. 5202 o,
_ As _ S3—S1 _ jzo( ) _ 2 2t]zo _ ( 2 227){ 2 220) _ 808’5 _ cm
—2 = . =885 - 11550

m= At T -ty T 27-20 -

SooEOEE® @

00 Con los datos del ejemplo 14 calcula en qué semestre del primer ano se
vendieron mds coches.

---00000---
Hemos de hallar los coches vendidos en cada semestre :

® Primer semestre :

t 71180 180 0

F(6-30)-F(0)=8 [, ewdt= 8-90ew |, =720(e™ -e%)=720(e? —e°) =
=720-6'3890 ~ 4600 coches vendidos.

@ Segundo semestre :

360
180

t

F(360)-F(180) =8 [, esrdt= 8.90e% |

360 180

=720(e’w —ew )=720(e*-e?) =
=720.47'20 ~ 33990 coches vendidos.

Se vendieron 33 990 - 4 600 = 29 390 coches mas en el segundo semestre.

SooNECOEE® @
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