Tema N° 10 —Integral definida, aplicaciones 13

Resolucién de ejercicios y problemas

O Dibuja la region definida por las inecuaciones x +y 20,y -x< 3, yx<1ly
calcula su drea

---00000---

L £4 :::/

El area es el formado por larectasy =-x,y =x+ 3, x =1y el punto en donde se

cortan las dos primeras :

X=X+3 = 2Xx=-3 = x=—3

El area sera la integral, en el intervalo [-3/2, 1], de la diferencia de funciones de las
dos primeras rectas:

1 1
A=| ]_%(x+3—(—x))dx|=|j_%(2x+3)dx| =|x?+3x]23| = (1 +3) = (3 - 3)| = Zu?
QOOHEEOEE® P
® Dibuja la regién que definen las inecuaciones x> - 2<y,y-x<0yx+y<0,y

calcula su drea.
---00000---
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Tema N° 10 —Integral definida, aplicaciones 14

Como el area a calcular es simétrica respecto del eje vertical, bastara con hallar el
area de la mitad derecha y multiplicar por dos. El &rea de la mitad derecha es el area
comprendida entre la recta de ecuacion y = -x , la parabola, larecta x =0 y la que pasa por
el punto de corte de las dos primeras, que es lo primero que vamos a hallar :

2 2 EX— — élT = _123 -
X=X -2 =X +X-2=0<=[] LyTE 1+3 fevidentemente es x = 1
BX=—7—=—=1

A= 2|j;(x2 +x—2)dx| —2

545 -2 | 220G +3-2)1 =2 | = 4
QOOHIEOEED S

©® Determina el valor del parametro k sabiendo que el drea de la region
comprendida entre la pardbolay =x° y la recta y = kx es 288 y que k > 0.

---00000---

@ Abscisa del punto de corte entre la recta y la parabola :

[ x=0 D
2 _ 2
ke =0 =X -l=0= 0, g x=k

@ Calculo del area:

A=288=| [ (x2 ~k)dx] =

k
5=t =l -l =[] =5 = %5 = 288,k = 467288 =
66 6EEEEEG 66

® Determina el valor del parametro k sabiendo que el drea de la region
comprendida entre y =x’ y larectay =k*xes 4y que k > 0.

---00000---

® Abscisa del punto de corte entre la parabola cubica y la recta :

O x=0 |:|
3 _ |2 3_ L2 2 _ 2
X® =KX = x° -kx=0 < x(x* -k?) = O@Dz CK=0 e x= +\/_|:|

@ Intervalos :
Teniendo en cuenta los puntos de corte son [-k, 0] y [0, K].

® Calculo del area :

Z
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Tema N° 10 —Integral definida, aplicaciones 15

A= 42|03 —k2)dx] +| 50 - kex)dx] =

x4 K2x2 0
T‘T]_k +

NG K2x2 ]k|
T T2 1ol

:l_(kT4‘k—;)| +|(k7:‘k—;)| :k7:+k7::k74:>k74=4@k4=84:>k:ii‘/§ como k>0 = k=48
COCEEOEE® ® ®

© Halla el valor del pardametro a para que el drea de la region comprendida entre
la pardbola y = -x* + ax y la recta y = -2 x sea de 36.

---00000---

@ Abscisa del punto de corte entre la parabola y la recta :

X2 +ax=-2x=x?-x@+2) =0 = x(x- (a+2)) —O@E x=0 E
- - - OXx-(@+2)=0=x=a+2

@ Intervalos :
Teniendo en cuenta los puntos de corte el intervalo es [0, a+2 ].

® Calculo del area :

_ (a+2)®
- 6

3 (@+2)x? ]a+2

(a+2)®  (a+2)®
3 2 0 -

A:BG:HZHZ(X2 —x(a+2))dX| = 3 2

_ (a+2)®
- 6

(a+2)?

= =36 (a+2)’ =216 a+2=¥216 =6>a=6-2=4

RN G O] | IR

® Calcula qué valor debe tener el pardmetro b para que el drea de la region
comprendida entre las pardbolasy =x* - bxey =- x° sea 9.

---00000---
@ Abscisa del punto de corte entre las parabolas :

X2 —bx=-x2 <= 2x2-bx=0<= x(2x-b) =0 E x=0 E
- R - ®52x—b:0@x:%

@ Intervalos :
Teniendo en cuenta los puntos de corte el intervalo es [0, b/2 ].

® Calculo del area :

_ (a+2)®
=~

$ _ (ar2)x? 132 (a+2)°  (a+2)®
3T 2 0 -

A:36:|jg+2(xz —x(a+2))dx| = 3 >

| @+2)®
= 6

Z
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Tema N° 10 —Integral definida, aplicaciones 16
+ 3
&2 -36 . (a+2)° =216 a+2= 9216 =6=>a=6-2=4
SOCEECOEHEY O
@ Calcula la integral :
1
fo xe*dx

a) Aplicando la regla de Barrow.

b) Dividiendo el intervalo de integracion en cuatro partes iguales y aplicando el
método de los trapecios.

c) Dividiendo el intervalo de integracion en cuatro partes iguales y aplicando el
método de Simpson.

---00000---
a) Hay que calcularla “por partes” :

1 l u=x=du=dx O 1
XAy — — yaX — Xy = aX(y — —(cl(1-1)=-e0(0 - -
[, xeXdx de:exdx:vzfexdx:ex B xe* - | eXdx= eX(x-1)]; =(e*(1-1)-e°(0-1))

=0-(-1)=1
b) Si dividimos el intervalo de integracion en cuatro partes :
h= 1%0 =0'25, y quedan los subintervalos: [ 0, 0°25], [0’25, 0'5], [ 0’5, 0’'75] y [0’75, 1].

Haciendo una tabla como en los primeros ejercicios:

X 0 0'25 0’5 0'75 1
y=X-e" 0 0'321 | 0'8244 | 1’5878 | 2'7183

Aplicamos la férmula de los trapecios:
j; xeXdx =h(% +y1+... +yn1 +5) =0'25(3 +0'321 +0'8244 +1'5878 + 25383) = 1'023
¢) Método de Simpson :
€ Los intervalos y la tabla son los mismos que para el apartado anterior :
€ La suma de las imagenes de los valores extremos : E =0 + 27183 = 2'7183.

€ La suma de las imagenes de los valores de lugar par, excepto los extremos :

Z
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Tema N° 10 —Integral definida, aplicaciones 17

P =0'8244.
€ La suma de las imagenes de los lugares impares, excepto los extremos :
|I= 0'321+1'5878= 1'9088.
€ Aplicamos la formula de Simpson :
[, xe¥dx = 2(E+2P +41) = %22(2'7183 +2-0'8244 + 4 - 1'9088) = 100019
AN E O] ] RS

O Calcula, utilizando la integral definida, en qué se conuvierte al cabo de 15 anos
un capital de 50 000 euros, que crece en cada momento un 3 % de su valor.

---00000---
Si denominamos C(t) a la funcion capital, su crecimiento instantaneo sera C'(t).
Se nos dice que el crecimiento es el 3 % de su valor = C’'(t) = 0°'03 C(t), luego :
S =003 = [ <@dt =] 0'03dt = InC(t) + C1 =0'03t+C, < InC(t) = 0'03t + C{ - )
Para hallar la constante C, necesitamos un dato C(0) = 50 000:
In(C(0)) = In(50 000) = 0’03-0 + C =C=In (50 000)
Luego la funcion capital queda :

In(C(t)) = 0'03t +In 50000 < In(C(t)) - In 50000 = 0'03t < In sots = 0'03t <= zoags = €®t

y despejando : C(t) = 50 000 e?°*
Con lo que al cabo de 15 afios el capital acumulado seré :

C(15) = 50 000 e°%'15 = 78 416 €

POCEHEOEE®
Cuestiones

O ; En qué se diferencian la integral definida entre dos puntos de una funcion vy
una de sus primitivas ?

---00000---

Z
Matematicas aplicadas a las CC.SS. II



Tema N° 10 —Integral definida, aplicaciones 18

La integral definida es un namero real y una primitiva es una funcion que derivada
me da la funcion original.

SQooNECOEE® @

® Razona si son ciertas las siguientes afirmaciones y, en el caso que no lo sean,
da un contraejemplo :

---00000---
b
a) |, fdx=0=a=b
Falso pues |, cosxdx= sen]§=senz-sen0=0-0=0%0=x
b) [ f(x)dx=0y a<b=f=0
Falso como se ha visto en el apartado anterior.

o) [ f(x)dx>0 = f(x) > Ovx € [a, b]

3 3 _1\4
Falso pues [~ x%dx= %] =3 - G- =8 1 -8 - 2050, pero f(-1) =(-1)* =-1<0

b b
d) |, fdx> | g(x)dx = f(x) > g(x)Vx € [a,b]

Falso :

_(Ya, _ axql_a _(? _x21t 1 _4 _1
|1—§Ogdx— ?X]O—gylz—foxdx— %]0—5 se cumple que 11 =5 >12 =5 pero

f(1)=%<g(1)=1

RN [O) | IR R

© ; Cudnto vale la integral definida de una funcion impar en el intervalo [-a, a] ?¢
razona tu respuesta.

---00000---
Una funcién es impar si se cumple que f(-x) = - f(x) Ox O Dom(f)

Hallemos la integral pedida :

. 0 . H° fxdx= g(x)1% =g(0)-g(-a) B
fdx = [ fdx+ [ fogdx = 0° 2
90 190 Lo 90 T = gl =ot@-00)

Z
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Tema N° 10 —Integral definida, aplicaciones 19

Pero si f(x) es impar su primitiva G(x) ser& par y por tanto g(-a) = g(a) y tendremos :
J2, 109dx =, f9dx+ [ f(x)dx = (9(0) - g(-a)) + (g(2) ~9(0)) = g(0) ~g(@) +3(2) ~g(0) =0
COOHEOEHE® ® ¢
Ejercicios y problemas
O Utiliza la regla de Barrow para calcular:
a) [.(3x2 -6)dx = x3-6x]3 =(33-6-3) ~ (0% ~6-0) =27 -18=9
b) f, xdx=[, %dx= Inx]{=Ine-In1=1-0=1

0 t=1+x®=dt=8x"dx U 2
~ O=% |, $=5Intli=3(n2-In1) =152

C jlx—7dx_D
) )o To0 _DSix=O >t=1,x=1=>t=2

1

1 4 334 1 314
d) [,8yXdx=8 [, x}dx=8 1% ] =8 2] =8(>~)=6
0 0

e) [, 3cosxdx=3 [ cosxdx =3 senx]j =3(senz—sen0)=0

t=senx => dt=cosxdx [ ;
. 0
six=Z=t=senZ=1 D:jlt5dt=%]1=—%

) jiﬂ cos xsen5xdx =
i Six=2x=>t=sen2z =0 %

I |

QOQHEEOEE® D
© Calcula las siguientes integrales definidas :
2
a) |~ Ixldx

Es un funcion en valor absoluto que se anula para x = 0, luego transformandola en
una a trozos :

_H-xsix <0
T gXxsix>0

IX|
Luego como intervalo de integracion se puede descomponer en dos :

fi, |X|dx=§?5(—x)dx+j§xdx= _X_Zz](js_,_ 21222 49-2

Z
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b) | [x—2|cosxdx

la funcidén con valor absoluto se anula para x = 2, luego para x < 2 sera negativa y a
la derecha( para x >2) positiva:

X—2|cos X = (2 -x)cosxsix <2
0(x—2)cosxsix>2

y el intervalo de integracion ha de ser dividido en dos :

{4 Ix—2|cosxdx = LZJ(Z ~x)cos xdx + |, (x—2) cos xdx

hallemos ( por partes) separadamente las integrales indefinidas correspondientes :

O u=x-2=du=dx O
j(x—z)cosxdx =0, _ _ _ = (x—2)senx—j senxdx =
de—cosxdxzv—fcosxdx—senx 0

= (x—2)senx+cosx+Cy como [(2-x)cosxdx = [(x—2) cosxdx = (2 —x)senx—cos x
Luego :
fg Ix—2|cosxdx = (2 -x)senx-cosx]g+ (x—2)senx+cosx]; =((2-2)sen2-cos2) -
-((2-0)sen0-cos0) +(((z—2)senz+cosz—((2-2)sen2 +cos2)) =—cos2+1—-1-cos2=
=-2c0s2=2
QOOEECOEE® P

® Halla

] x+1 six <1
|, f9dx para f(x) = 03 -x si1 < x<3
Ex—S six>3

- Representa grdficamente f(x) y explica el significado geométrico de la integral
que has calculado.

---00000---

El intervalo de integracion [0, 5] se extiende por los tres intervalos de definicion de la
funcion luego habra que calcular tres integrales :

5
3=

[ f(dx = [ y(x+ L)dx + [ (3=x)dx+ [ o(x-3)dx= % +x]. + 3x-% |- + % -3x]

Z
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(7+D)+(9-3)-B-N+(F-15)-(5-9) =3 +G-3)+(-5+3)=5+3+3 =%

La representacion de la funcién se da en el dibujo siguiente :

El significado geométrico de la integral calculada es el area de la figura sombreada:

Area sombreada = Area del cuadrilatero ( GBCD) + area del triangulo(DEF) = area(ACD) -
area(ABG) + area (DEF) = (4:2)/12 - (1-1)/12 + (2:2)/2 = 8/2- Y2 + 4/2 =11/2 es.

SoomECOEE S S

® Razona si es cierta la 14
afirmacion  siguiente, referida a
cualquier funcion continua f:

«Dados dos puntos A y B de la
grdfica de f, la integral definida de f
entre las abscisas de A y de B es igual | |
al drea del recinto lLimitado por la]|-
curva y = f (x), el eje de abscisas y las
rectas verticales trazadas por Ay B. »

- Halla :

4
j_z f(x)dx
sitendo f la funcion representada en la figura.
---00000---
Como en el intervalo de integracion [-2, 4] la funcién f(x) corta al eje horizontal en x =
2, en el intervalo [ 2, 4 ] la integral sera un numero negativo que se resta al numero
obtenido en el intervalo [ -2, 2], luego no da el area sino la diferencia de areas de los
triangulos (OAB) y y (BCD).

Para hallar la integral usamos el método geométrico :
4 2 4 .
J2, f00dx = [, fdx | , f(x)dx = Area(OAB) - area(BCD ) = %2 -4t =4-1=3

SO0EIEOEHE® ® @

Z
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